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PREFATA

Cartea de fatad este inclusad in proiectul POSDRU/56/1.2/S/32768, ” For-
marea cadrelor didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizari
unor instrumente moderne de predare- invatare-evaluare pentru disciplinele
matematice, in vederea credrii de competente performante si practice pentru
piata muncii’. Realizarea manuscrisului, discutiile privitoare la imbunatatirea
tematicii si selectarea problemelor se datoreaza urmatorului grup de profe-
sori: coordonator- Constantin Udriste; membrii- Sorin Comsa, Gloria Coso-
vici, Marian Craciun, Jenica Cringanu, Narcisa Dumitriu, Pavel Matei, Toan
Roca, Octavian Stanasila, Antonela Toma.

Finantat din Fondul Social European si implementat de catre Ministerul
Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului, in colaborare cu The Red Point,
Oameni gi Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica de
Constructii din Bucuresti, Universitatea ” Politehnica” din Bucuresti, Univer-
sitatea din Pitegti, Universitatea Tehnica ”Gheorghe Asachi” din lagi, Uni-
versitatea de Vest din Timigoara, Universitatea ” Dunarea de Jos” din Galati,
Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea ”1 Decembrie 1918” din
Alba-Tulia, proiectul contribuie in mod direct la realizarea obiectivului gen-
eral al Programului Operafional Sectorial de Dezvoltare a Resurselor Umane
"POSDRU” si se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate in
tnvatamantul superior. Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de
studii ale disciplinelor matematice la cerintele pietei muncii si crearea de
mecanisme si instrumente de extindere a oportunitatilor de invatare. Evalu-
area nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor, legate
de utilizarea matematicii in invatamantul superior, masterate si doctorate,
precum si analizarea eficacitatii gi relevantei curriculelor actuale la nivel de
performanta i eficienta, in vederea dezvoltarii de cunostinte si competente
pentru studentii care beneficiazd de discipline matematice In universitati,
reprezinta obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea
si armonizarea curriculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform
exigentelor de pe piata muncii, elaborarea si implementarea unui program
de formare a cadrelor didactice gi a studentilor interesati din universitatile
partenere, bazat pe dezvoltarea gi armonizarea de curriculum, crearea unei
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baze de resurse inovative, moderne gi functionale pentru predarea-invatarea-
evaluarea in disciplinele matematice pentru invatamantul universitar sunt
obiectivele specifice care au ca raspuns si materialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune
crearea de abilitati de care fiecare student are nevoie pentru dezvoltarea per-
sonald, incluziune sociala si insertie pe piata muncii. De aceea toate pro-
gramele disciplinelor de matematica ar trebui sa aiba in vedere identificarea si
sprijinirea elevilor si studentilor potential talentati la matematica. De altfel,
studiul matematicii a evoluat in exigente pana a ajuns sa accepte provocarea de
a folosi noile tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare pentru a face
matematica mai atractivii. In acest context, analiza flexibilitatii curriculei,
insotita de analiza metodelor si instrumentelor folosite pentru identificarea si
motivarea studentilor talentati la matematica ar putea raspunde deopotriva
cerintelor de masa, cat si celor de elita.

Viziunea pe termen lung a proiectului precizat anterior preconizeaza de-
terminarea unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe
planuri: informarea unui numar cit mai mare de membri ai societatii in
legatura cu rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie si
in descoperirile gtiintifice menite sd Imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv
popularizarea unor mari descoperiri tehnice i nu numai, in care matemat-
ica cea mai avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste
evidentierea a noi motivatii solide pentru invatarea si studiul matematicii la
nivelele de baza si la nivel de performanté; stimularea creativitatii si formarea
la viitorii cercetdtori matematicieni a unei atitudini deschise fata de insugirea
aspectelor specifice din alte stiinte, In scopul participarii cu succes in echipe
mixte de cercetare sau a abordarii unei cercetari inter gi multi- disciplinare;
identificarea unor forme de pregatire adecvata de matematica pentru viitorii
studenti, beneficiari ai unor discipline matematice, in scopul utilizarii la nivel
de performanta a aparatului matematic in construirea unei cariere profesion-
ale.

Cursul de Calcul Variational include tematica ce se preda studentilor in-
gineri. Cea mai extinsd Programa Analiticd a acestui curs este In functiune la
Facultatea de Stiinte Aplicate din Universitatea Politehnica Bucuregti. Dupa
ce toate capitolele au fost structurate teoretic, am introdus probleme similare
cu cele dezbatute la seminarii. Au urmat tentative gi variante, pana la varianta
pe care ne-am decis sa o publicam.

Tematica cursului include: extremele functionalelor diferentiabile; principii
variationale; modele bazate pe energii; levitatie, senzori, dinamica geometrica,
migcarea particulelor, vant; aplicatii ale calculului variational in elasticitatea
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liniara, probleme de calcul variational.

Grupul de lucru si-a impus punctul de vedere asupra tematicii si asupra
tipurilor de rationamente ce merita sa fie oferite cititorilor de texte matema-
tizate. Am preferat un limbaj simplificat, specific matematicilor aplicate,
trimitand cititorii de matematica pura catre bibliografie. Experienta indelun-
gata ca profesori de matematica in universitati tehnice ne indrituieste sa ex-
punem idei dezbracate de formalizari excesive, cu mare impact asupra intelege-
rii de catre cititor a fenomenelor naturale intalnite in inginerie gi economie.
In acest sens, modelarea matematica trebuie sa fie doar suportul stiintific de
prezentare inteligentd a lumii reale si nu hatisul de notiuni abstracte specific
matematicii pure.

Problemele de noutate au fost definitivate in urma unor discutii repetate
cu profesorii implicati in proiect si cu alti colegi interesati de domeniul abor-
dat, carora le aducem multumiri cu cununitd. Suntem deschisi la orice fel
de observatii sau critici ce aduc beneficii stiintifice pentru teoriile de calcul
variational.

Tanuarie 2012

Prof. univ. dr. Constantin Udriste
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Motto: ”Te invatd mama minte:

Si i-a dat un ou fierbinte ”

Tudor Arghezi - Zdreantd

CAPITOLUL 1

EXTREMELE FUNCTIONALELOR DIFERENTIABILE

Calculul variational are ca scop generalizarea constructiilor analizei clasice, pentru re-
zolvarea problemelor de extremum in spatii functionale (extreme de funciii cu o infinitate
de variabile). In acest Capitol, introductiv, vom studia problema optimizarii functionalelor
(functii de functii) diferentiabile pe diverse clase de functii, ddand rdspuns la probleme de
urmdtorul tip: gasiti drumul cel mai scurt intre doud puncte ale unei suprafete, aflati ar-
cul de curba plana care produce o suprafatd de arie minimd la rotirea in jurul unei axe,
determinati curba de-alungul careia un punct material aluneca sub efectul gravitatiei in cel

masi scurt timp etc.

1 Functionale diferentiabile

S& amintim mai intai definitia functiei diferentiabile din analiza clasica.

Fie o functie f : D C R® — R. Daca functia f(z) = f(z!,...,2") are
derivate partiale continue in raport cu fiecare dintre variabilele z!,...,z",
atunci la cresterea argumentului cu h = (h!, ..., h") avem

flx+h)— f(x) = Z ng;.(a:)hj + 7(z, h).
j=1

Primul termen din membrul drept contine diferentiala functiei f in punctul x
§i reprezinta o forma liniara de cregterea argumentului, vectorul h; cel de-al
doilea termen este abaterea de la aproximarea liniara si este mic in raport cu
h, in sensul ca

lim r(z,h)
h—0 ||h|
Definitia precedenta se poate extinde imediat la cazul functiilor intre spatii
vectoriale normate. Fie U, V spatii vectoriale normate si f: D CU — V.
Definitia 1 Functia f este diferentiabild in punctul x € D dacd existd
un operator liniar gi continuu L(z,-) si o funclie continud r(x,-) astfel incat
pentru orice vector h € U sa avem

19 f(x+h) — f(z) = L(z, h) + r(z, h),

=0.



2 Extremele functionalelor diferentiabile

7(z,h)
h—0 |||

20 =0.

Operatorul liniar si continuu L(z, -) este derivata functiei f in punctul z.
Pentru un vector h € U, fixat si ¢ > 0, vectorul

S 1) = iy L2 )=S0

eV,

daca limita exista, se numeste variatia functiei f in punctul x dupa directia h.

O functie, de variabile reale, diferentiabila are derivate dupa orice directie.
Proprietatea se pastreaza si pentru functii intre spatii vectoriale normate. Mai
exact are loc urmatoarea

Propozitie Daca functia f : D C U — V este diferentiabila in punctul
x € D, atunci pentru orice vector h € U functia f(x +th), de variabila reald
t > 0, este derivabild in raport cu t, pentrut =0 si

df

2@ T th)li=o = 6f(x,h) = L(z, h).

Demonstratie Derivata cautata este evident 6 f(x, h) si atunci

df _ flz+th) — f=z

YV wt th)limo = (2. ) =l TEH W =T

— lim L(z,th) + r(x,th)  lim tL(x,h) + r(z,th)
t—0 t t—0 t

. r(x,th)
— L(z,h) + 1
(@, h) + M =l

Exemple 1 Orice operator liniar i continuu 7' : U — V este, evident, o
functie diferentiabila in orice punct z si 67 (z, h) = L(z, h) = T'(h) deoarece

[Pl = Lz, h).

T(x+h)—T(z)=T(h).

In continuare ne vom ocupa numai de functionale, adica V = R, definite prin
integrale.
2 Sa consideram functionala

b
Jal) = [ Lita®)d,

definita pe spatiul C|a, b] al functiilor continue pe segmentul [a, b], inzestrat cu
norma convergentei uniforme. Lagrangianul functionalei, functia L(t, x), este



CALCUL VARIATIONAL 3

presupus continuu gi cu derivate partiale de ordinul intai continue in domeniul
a<t<b, —oo<zx<+oo. Sadeterminam variatia functionalei J(z(-)) cand
argumentul z(t) creste cu h(t):

b
AJ(z() =J(x+h)—J(x) = / [L(t,x(t) + h(t)) — L(t, xz(t))]dt.
Deoarece functia L este diferentiabila avem

L(t,x+ h) — L(t,z) = 8—Lh +r(t,z, h),

ox
unde L
i TG R)
h—0 h
De aceea
b oL
dJ(x,h) = %(t,:v(t)) h(t)dt.

Altfel, conform propozitiei precedente si formulei de derivare a integralelor cu
parametru, avem

47 d
8 (0, h) = -+ 2o = / L(t, 2(t) + eh(t))dt oo =

boL
— / St 2(0) Bty

3 Sa consideram functionala

I = [ Lt Ot

definitd pe spatiul C'fa,b] al functiilor cu derivatd continui pe segmentul
[a,b], inzestrat cu norma convergentei uniforme a derivatelor. Lagrangianul
functionalei, functia L(t,x), este presupus continuu si cu derivate partiale de
ordinul intai continue in domeniul a <t <b, —oco <z < +00.

Aplicand formula de derivare a integralelor cu parametru obtinem

dJ
0J (2, h) = —~(z +eh)l=0

= — /bL(t,x(t) +eh(t), 2/ (t) + el (t))dt| =0 =

= [ 20,20 n0) + Dot a0, 0) 0 0)|



4 Extremele functionalelor diferentiabile

In mod analog, putem extinde rezultatul la functionala

b
J(z(+)) :/a Lt,z(t), 2’ (t), ..., 2™ (t))dt,

definita pe spatiul C™[a, b] al functiilor cu derivate continue pana la ordinul
m inclusiv, pe segmentul [a, b]. Astfel avem

= h(t)+ 2= B (t) + ... + R (t)| dt.

ox x

b1oL oL oL

57 (x, h) = /

a

4 Putem sa consideram si functionale care depind de mai multe variabile
functii, de exemplu

b
J(ml(-),...,x”(-)):/a L(t, 2 (t), ..., x™(t), &' (t), ..., 2" (t))dt,

definita pe spatiul (C[a, b])™, ale cirui elemente sunt functiile vectoriale z(t) =
(x1(t),...,2"(t)),t € [a,b], cu norma convergentei uniforme a derivatelor

| = tgl[aafg][\xl(t)\a o 2O [ O], -0, 12" ()]

Presupunéand ca Lagrangianul L are derivate partiale continue, notand h(t) =
(h'(t),...,h™(t)), obtinem pentru variatia functionalei .J,

oL oL OL

§J(z,h) = /b {hl(t) + .o+ 7h"(t) + —=hMt) + ... + O—Lh"(t) dt.

a

Ozt ozn ozt ozn

5 In final, sd consideram functionale ale caror argumente sunt functii de
mai multe variabile reale. Ca exemplu vom lua, mai intai, functionala integrala
dubla

Jw) = [ Ly wle,) e, )w,(@.0) dody,
unde am notat pentru prescurtare

ow ow
Wy = ——, Wy = — .
T ox Y oy
Functionala este definitd pe spatiul C'(2) al functiilor cu derivate partiale
continue pe domeniul compact Q C R?, in acest spatiu norma fiind data prin

lwll = max [w(z, y)l, lwa(@, y)l, [wy(z, y)| ]

(z,y)€
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Presupunand ca Lagrangianul L are derivate partiale continue, variatia functionalei
J la cregterea argumentului w cu h(x,y) este

dJ
6J(z,h) = E(fﬁ +h)le=o

d
= £/ L(z,y,w + eh,wy + €hy, wy + chy) dx dy|.—o
Q

oL oL oL
= —h+—hy,+—=—nh, | dedy.
/Q <8w + ow, + owy y) Ty

Un alt exemplu il constituie functionala integrala curbilinie (in)dependenta
de drum

Iw) = [ L w(a,9).wale,9).w, (2,)) dot

+Lo(x,y, w(z,y), we(x, y), wy(2,y)) dy],

unde T este o curba de clasa C' pe portiuni care uneste doud puncte fixate
intr-un domeniu compact Q C R?.

In mod analog, la cregterea argumentului functie cu h(z, y), variatia functiona-
lei este

5.J(x,h) :/ (8L1h+ OLy, Ok hy> da:+(aL2h—|— Oz, 4 9L hy> dy .
I

ow owy owy ow Owy Owy

2 Extremele functionalelor diferentiabile

Fie o functionala J : D C U — R, definita pe o submultime D a spatiului
vectorial normat U.

Prin definitie, functionala J are un minim (relativ) in punctul z¢ din D,
daca exista o vecindtate V, a punctului zg, astfel incat

J(xo) < J(x), Ve e VN D.
Daca punctul zg are o vecinatate V', in care are loc inegalitatea contrara
J(xog) > J(x), Yr e VN D,

spunem ca xg este punct de mazim (local) pentru functionala J. Punctele de
minim sau de maxim se numesc puncte de extrem (relativ).

In analiza clasicd, punctele de extrem ale unei functii diferentiabile se
gasesc printre punctele critice, adica printre punctele care anuleaza derivatele



6 Extremele functionalelor diferentiabile

de primul ordin. O proprietate asemanéatoare are loc si in cazul functionalelor
pe spatii vectoriale normate.

Propozitie Daca x este un punct de extrem pentru functionala J, interior
multimii D si daca J este diferentiabild in acest punct, atunci dJ(z,h) = 0
pentru orice crestere h.

Demonstratie Fie h o crestere a argumentulu x; deoarece = este punct
interior al multimii D, functia J(x + th) de variabila reala ¢ este definita pe
intreg intervalul [-1, 1]. Aceastd functie are in ¢ = 0 un punct de extrem si
este derivabila In acest punct. Atunci derivata ei se anuleaza in ¢ = 0. Rezulta

dJ(x + th)
=T =0

dJ(x,h) 7 |t=

Orice punct z in care variatia 6.J(x, h) a functionalei J se anuleaza identic
in raport cu h se numeste punct stationar sau punct critic al functionalei.

Deci, pentru stabilirea punctelor de extrem ale unei functionale trebuie
exprimata variatia 0.J(z, h), determinate punctele critice (cele in care variatia
se anuleaza identic in raport cu h) si apoi alese dintre acestea punctele de
maxim si/sau de minim.

Comentariu Variatia 6J(x,h) a functionalei J este o functionala liniara
si continua pe spatiul vectorial normat U pe care este definita J. Multimea
U* a tuturor functionalelor liniare gi continue pe U se numeste spatiul dual.
Astfel evaluarea variatiei unei functionale impune existenta unor teoreme de
reprezentare pentru spatiul dual.

De exemplu, pentru orice functionala liniara L : R™ — R exista un vector
a=(ay,...,a,) € R"™ asfel incat

L(h) = a1h! + ... + aph™ = a;h', Yh € R™.

De asemenea, orice functionald liniara i continua L : Cla,b] — R, pe
spatiul functiilor continue, se poate scrie sub forma

L = [ hie) daw (o),

unde g7, este o functie cu variatie marginita si continua la dreapta (F. Riesz).
Pentru continuarea programului de determinare a punctelor de extrem,
anularea identica a variatiei intaia, avem nevoie de urmatorul rezultat.
Lema fundamentald a calculului variational Dacd x este o functie
continud pe intervalul [a, b] si daca pentru orice functie continua h este adevara-
ta egalitatea
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atunci z(t) = 0, Vt € [a, b].

Demonstratie O prima demonstratie, elementara dar complet neintere-
santa pentru cele ce urmeaza, se obtine utilizand metodele produsului scalar:
luam h = x si obtinem | f (x(t))?dt = 0, ceea ce pentru functia continua
implica z(t) = 0, Vt € [a,b].

Expunem acum o altd demonstratie, constructiva si foarte utila pentru
consideratile ulterioare. Sa presupunem ca ar exista un punct ty € [a,b] In
care z(tog) # 0. Fie z(tp) > 0. Atunci exista o vecinatate V = (to — &,to + ¢),
a lui ¢p In care z(t) > 0. Sa consideram o functie continua h, strict pozitiva in
vecinatatea V' si nula in afara acesteia (de exemplu, h(t) = (t—to+¢)(to+e—t)
pentru t € V). Atunci

b to+e
/ 2(t)h(t)dt = / w(t)h(t)dt > 0,
a to—e
ceea ce contrazice ipoteza si incheie demonstratia lemei.

Observatii 1 Multimea de functii h pentru care trebuie verificata egali-
tatea din lema poate fi deseori redusa. Dupa cum se vede din demonstratia
lemei fundamentale, functiilor & le putem impune conditii de derivabilitate de
orice ordin, anularea spre capetele intervalului etc. Esential este ca pentru
orice t € [a,b] si orice € > 0 s& existe In multimea functiilor test o functie
strict pozitiva in intervalul (tg — &, tp + €) si nula in rest.

2 Intr-o formulare aseméanitoare si cu modificari evidente ale demonstratiei,
lema fundamentald a calculului variational se mentine in vigoare si pentru
functii de mai multe variabile.

3 De asemenea, putem observa ca in constructiile precedente este suficient
ca functionala J sa fie definita pe o varietate liniara sau cel putin pe o multime
convexa: odata cu doud puncte x si x + h sa se afle in multimea de definitie
si toate punctele de forma x + th pentru orice t € R sau macar ¢t € [—1,1].

Exercitiu Fie z o functie de clasi C* pe intervalul [a,b]. Dacad pentru
orice h € C¥a, b] este adevarati egalitatea

/ () KO ()i = 0,

atunci z este un polinom de grad < k — 1.

Solutie Proprietatea "z este un polinom de grad < k — 1”7 este echiva-
lentd cu "z*) = 0, pentru orice ¢ € [a,b]”. Ne inspiram din demonstratia
lemei fundamentale. S& presupunem ca ar exista un punct ty € [a,b] In care
z®)(tg) # 0. Fie ) (ty) > 0. Atunci existd o vecindtate V = (to — ¢, to + €),
a lui tg in care 2(®) > 0. Si consideram functia h € C¥[a,b] definitd prin

9
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h(t) = (t —to+e)*(to + — x)¥, pentru ¢t € V si nula in rest. Presupunand c&
V C (a,b), functia h, impreuna cu primele k — 1 derivate, este nula in a si b.
Integrand de k ori prin parti se obtine

/ RO ()t = 2()RE-D ()P / "Rt =

a

= (-p* / "a 0 en(ey = (-1 [ W e £0,
a to—e

(> 0 sau < 0 dupa cum k este par sau impar) ceea ce contrazice ipoteza.

Sa examinam depistarea punctelor critice pentru functionalele ale caror
variatii au fost determinate in sectiunea precedenta.

1. Evident, o functionala liniara si continua 7' : U — R, nenuld, nu are
puncte critice.

2. Pentru functionalele de tipul

IeO) = [ L@

variatia este data de formula (1). Atunci, aplicand lema fundamentala obtinem

ecuatia
oL

S (ta(t) = 0. (7)

Ecuatia de mai sus se poate rezolva, conform teoremei functiilor implicite,
obtinandu-se solutii x = z(¢), In jurul punctelor (zg,yp) in care

oL d9*L

—(to,x9) =0 51 —=(to,x 0.

8:5(0’ 0) § 8952(0’ 0) #

3. Un loc aparte, generic in calculul variational, 11 au functionalele de tipul

b
Ta) = [ Lt @)
Variatia acesteia este data de formula (2):

' [(%(t,x(t),:c’(t))h(t) + a—L(t,:;:(t),:1:’(1t))h’(1t) dt.

07 (x,h) = / ox ox'

a

Integrand prin parti cel de-al doilea termen, variatia capata forma

b [‘9L _a (‘%ﬂ ht) dt + 2Z neo)lt.

5J(:1:,h):/ Oox dt \oz' ox’

a
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Pentru ca x sa fie punct de extrem trebuie sa avem 6J(z,h) = 0, identic in
raport cu h(t). Intrucat printre variatiile h se gisesc si acelea pentru care
h(a) = h(b) = 0, uzand de observatiile la lema fundamentala, obtinem ca
functia x care realizeaza extremul trebuie sa verifice ecuatia (diferentiala de

cel mult ordinul doi)
OL d /0L
e dl (m) =0 (8)

Ecuatia de mai sus se numeste ecuatia Euler - Lagrange; solutiile sale se
numesc extremale ale functionalei date.

Deci, functiile x care realizeazd un extrem se gasesc printre extremalele
functionalei.

Ecuatia (8) se scrie explicit

0?L " 0?L = 0?L _‘lL_O
o0 " " ozor " T otor  0r

Daca % # 0, atunci solutia generald a acestei ecuatii, de ordinul doi,
depinde de doua constante arbitrare, astfel ca pentru alegerea unei anumite
solutii trebuie sa impunem conditii suplimentare.

Ezxtremale cu capete fixre. Impunem extremalelor valori date la capetele
intervalului de integrare: z(a) = 21, 2(b) = 2. In acest caz avem numai
h(a) = h(b) = 0 si conditia necesara de extrem se reduce la ecuatia Euler -
Lagrange (8). Aceasta impreuna cu conditiile la capete determina, in general,
o extremald unica.

Extremale cu ordonate libere la capete. Sa presupunem fixat numai z(a) =

x1 . Atunci, in urma ecuatiei Euler - Lagrange raméne conditia B h(b) = 0.

L
Deoarece h(b) este arbitrar, se obtine ca o a doua conditie g/(b, z(b), 2’ (b)) = 0.
x

In acest fel obtinem din nou o extremala unica. Ultima egalitate se numeste
conditie la limitd naturald.

Evident, daca lasam libere ordonatele in ambele capete, vom obtine doua
conditii la limita naturale.

Extremale cu capete pe curbe date. Sa presupunem din nou z(a) = z1,
iar capatul din dreapta al graficului extremalei variabil pe o curba data z =
g(t). In acest caz functionala J(z(-)) devine o intrgrald cu limita superioara
variabila. Pentru variatia functionalei obtinem, aplicind formula de derivare
a integralelor cu parametru,

dJ
6J(x, h) = d—g(m +eh)le=o
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= % / " L(t,x(t) + eh(t),x'(t) + h'(t))dt|.=0 =

b
= [ G 0.2 1)+ 0, )1 0)] L0, 20, () () o

unde b este dat de egalitatea x(b) = g(b).
Pentru a evalua V' (g)|.—o, utilizdm conditia pe capatul din dreapta, adica

z(b(e)) +eh(b(e)) = g(b(e)) -
Derivand, in raport cu € si punand € = 0, obtinem
2'(b) ¥'(0) + h(b) = g'(b) b'(0),

de unde
h(b)

g'(b) —'(b)

Atunci, dupa o integrare prin parti si observatia ca putem lua h(a) = 0, gasim

’ {‘% _d <‘9L>} h(t) dt +

b (0) =

5J(x, h) = /

a LOx dt \Ox'
+ [ G .o - Zom O .

Deoarece variatia h este arbitrara, obtinem, ca mai inainte, ecuatia Euler -
Lagrange (8) si apoi conditia de transversalitate
oL

/ _ L(b7x(b)7l‘,(b))
%a)’x(b),x (b)) g (b) — 2'(b)

=0. (9)

(Conditia de transversalitate impune ¢'(b) — 2'(b) # 0, adicd extremala si
curba = = g(t) sa nu fie tangente in punctul de contact.)

Evident, daca si capatul din dreapta al graficului extremalei este variabil
pe o curba datda x = f(t), vom avea gi in acest capat o conditie similara de
transversalitate

oL L(a,z(a),2'(a
%(afr(a)?xl(a)) - Ec/(a)(_)x/(fl)))

:0,

unde a este dat de egalitatea z(a) = f(a).
Rezultatele se extind pentru functionale cu derivate de ordin superior,

b
J(z(-)):/a Lt,z(t), 2’ (t), ..., 2™ (t))dt,
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plecand de la expresia (3) a variatiei. Integrand prin parti de mai multe ori si
utilizand lema fundamentala, ecuatia Euler - Lagrange capata forma

oL d [OL d*> ([ OL am oL
— — == — =)+ (-1)"—(——=) =0 10
oz dt (a;p/) e <8x”> + (D" <a$<m>) - (10)
o ecuatie diferentiala de ordinul 2m.
4 Pentru functionale care depind de mai multe variabile functii

b
J(x' (), .., 2"()) = / L(t,z(t), ..., x"(t), 21 (¢), ..., " (t))dt,
a
extremalele sunt date de un sistem de ecuatii Euler - Lagrange

oL d (0L |
- ((%i) 0, i=1,..n (1)

Problemele la care sunt supuse extremalele se pun si se rezolva ca in cazul
precedent.
5 In cazul functionalelor integrald multipla

Jw) = [ [ Ly wle) o). w,le,9) dedy,

variatia este data de relatia (5). Integrand prin parti si utilizand formula lui
Green obtinem

o= | ][5 3 () -3 () e
*// [ax (awx > (’fy(;L h)] ey =

oL 0 (0L o0 (0L
_//Qlﬁw_aar<6wm>_8y<%>] h(z,y) dx dy+

unde 02 reprezinta frontiera domeniului §2.

Daca functia w este punct de extrem, trebuie sa avem 6.J (w, h) = 0, identic
in raport cu h. Tinand cont c& avem variatii h nule pe frontiera 952, aplicim
lema fundamentald precum si observatiile ce o insotesc. Gasim ca functia w
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trebuie sa verifice ecuatia cu derivate partiale (de ordinul doi), numita ecuatia
Euler - Ostrogradsksi,

oL 0 (0L 0 ( 0L
o omy o (o), 0
ow  Or \Jw, oy \ Ow,

Solutiile acestei ecuatii se numesc suprafete extremale; orice punct de extrem

este o suprafata extremala.
In final s& examinam extremele functionalei integrala curbilinie

Iw) = [ L w0l 9).wsle,9).w, (,)) dot

+ Lo (z, y, w(z,y), we (z,y), wy(z,y)) dy],

unde I' este o curba de clasa C' pe portiuni care uneste doua puncte fixate
A, B intr-un domeniu compact Q2 C R2.

Variatia acestei functionale este data de formula (6) care, dupa o integrare
prin parti devine

(oL o sorL\ 9 (oL
6J(w, h) —/F [Gw = 5 (8%) ~ (8%)] hdx +
0Ls 0 (0Lo 0 (0Lo
[aw 5 (us) (awyﬂ hay

0 (0L 0 (0L, 0 <8L2 ) 0 [ 0Ly

— h — | =—h — h — | =—=h]|| dy.
+/r [8x <8wx ) + oy <8wy ) Oz \ Owy + Oy \ Ow, y
Pentru a avea un extrem este necesar sa anulam, identic in raport cu h, variatia
dJ(w, h). In acest scop folosim variatii h, cu h(A) = h(B) = 0, pentru care

0 (0L B — 0 (8L2 h)

0y \ dwy Oz \Owy '
Sistemul de mai sus are intotdeauna solutie fiind de tip factor integrant. Pentru
dimensiuni mai mari, superioare lui 2, situatia este ceva mai complicata si va

fi rezolvata in capitolele urmatoare.
Astfel conditia de punct critic devine

oLy 0 (0L 0 (0L
A [aw 5 (us) 5y (awyﬂ et

dr +
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0Ly 0 8L2) 0 ([ 0Lsy
—_— - = —— (= || hdy =0
- [ dw  Ox (8w$ ay \dw, )| 1Y
pentru orice variatie h in conditiile precedente.

Va trebui sa distigem doua situatii dupa cum integrala este luata pe o
curba fixata sau este independenta de drum. Vom face, pentru prescurtare,

urmatoarele notatii:
b= 2Oy D (0L
YT 0w 0r \ow,)  ay \ow, )’
0

gm0 (Olay 0 (00
27 ow oz Ow,, oy \Owy )’
L= (L1,L0).

a) Daca integrala este luata pe un drum fixat I' : @ = z(t),y = y(¢), iar 7 =
(z,9) este campul viteza al curbei, conditia de punct critic este ortogonalitatea
pe I' a campurilor £ i 7, adica,

Lix+ Loy =0. (13)

b) Daca functionala este independenta de drum, conditia de punct critic
(13) trebuie sa fie indeplinita pentru orice vector 7 si atunci obtinem sistemul

0oy 0 (0L _,
ow  Ox \Jw, oy \owy, |
0Ls 0 [(0Lo 0 (0Ly)
=5 ()~ 5 (m) =0 (14)

3 Variatia a doua; conditii suficiente de extrem

Cel de al treilea pas in rezolvarea problemelor variationale este alegerea dintre
punctele critice a acelora ce realizeazi efectiv un extrem. In situatii concrete,
provenite din geometrie, fizica, inginerie sau economie, realizarea extremelor
este impusa de natura problemei. Teoretic vorbind, trebuie sa gasim conditii
suficiente de extrem. Pentru aceasta definim variatia a doua a unei functionale.
Sa ne intoarcem la definitia diferentiabilitatii, definitia 1, gi sa presupunem
ca functia f este derivabila pe intreg domeniul sau de definitie D. Atunci
operatorul derivatd L(x,-) devine o functie intre doud spatii normate

L(-,):DCU= L(U,V),
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unde £(U, V) este spatiul normat al operatorilor liniari si marginiti de la U la
V. Daca aceasta functie este diferentiabila intr-un punct = € D, derivata in x
a functiei L se numegte derivata a doua a functiei f in punctul . Derivata a
doua este un operator biliniar i continuu de la U la V sau, prin identificarea
variatiilor, un operator patratic.

Concret, in cazul functionalelor de care ne-am ocupat anterior avem urma-
toarele rezultate.

Definitia 2 Daca variatia 6J(x,h) este diferentiabila ca functie de x,
variatia ei 0(8J(x,h))(k) se numeste variatia a doua a functionalei J i se
noteazd 6°J(z; h, k).

Propozitie Dacd functionala J este de doud ori diferentiabild, atunci

2

d
62J(z;hyh) = PJ(a[,- + &h)|e—o .

Pe de alta parte sa presupunem ca abaterea de la aproximarea liniara,
r(x,h), mica in raport cu h, poate fi aproximata cu un operator patratic,
adica

r(z,h) = A(h,h) +ri(x, h)

lim r1 ("Eazh)
h=0||A]|

)

unde A este un operator biliniar simetric. Atunci are loc urméatoarea propri-
etate:

Formula Taylor de ordin doi Avem egalitatea A(h,h) = % §2J(z;h, h)
si In consecinta

ANJ(xz(-)) =J(x+h)— J(x) =0J(z,h) + %52J($; h,h) +ri(x,h).

In continuare vom prescurta 82J(x; h, h) prin 62.J(z, h)

In cazul in care x este punct critic, extremala, §J(z, h) = 0, natura punctu-
lui critic este data de functionala patratica 2J(z, h). Ca si in cazul functiilor
reale de variabile reale are loc urmatoarea

Teorema a) Conditie necesara Dacd extremala x este un punct de
minim al functionalei J, atunci 62.J(x, h) > 0 pentru orice h.

b) Conditie suficienta Daca pentru extremala x este indeplinita conditia

52J(z,h) > C||h|* (C > 0 fizat)

pentru orice h, atunci x este punct de minim pentru functionala J.
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Observatie Conditia b) nu poate fi slabitd punand §2J(z,h) > 0. De
exemplu, pentru functionala

1
Ja() = [ 2@~ a(t) dt
0
pe spatiul C[0, 1], functia nula z(¢) = 0, Vt € [0, 1], este punct critic si
1
62J(x =0,h) = / 2t h2(t) dt > 0
0

pentru orice variatie h. Totusi J ia si valori negative in orice vecinatate a
functiei nule: pentru ¢ > 0 si functia x.(t) = e — ¢t daca t < € gi nula in rest,

J(2.() = /05(6 —)2(—e)dt < 0.

Doua exemple de utilizare a variatiei de ordinul al doilea.
b

1 Pentru functionala J(z(-)) = / L(t, z(t))dt, variatia a doua este

a

62 (x, h) = baaig(t,x(t))hQ(t)dt.

a

Pe de alta parte, dezvoltand dupa puterile lui h, gasim in punctul critic

b 2
A = [ (§ 5010 4 a0

_/ h2(t) (262@ z(t)) + ra(z, h) h(t)) dt

unde 72(z, ) este o functie marginita in jurul lui A = 0. Rezulta ca punctul
critic x este punct de minim al functionalei J, dacd si numai dacd

o2
Oz z(t z(t)) >0, VtE€ [a,b].

b
2 Pentru functionala J(z(+)) = / L(t,z(t), 2/ (t)) dt, variatia a doua este

a

1 b (9°L 9°L 9°L
5% J (z, h):§/a ((%2 W4 25 /hh’ (%,2}/2) dt .
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Tinand cont ci 2hh' = (h?)’ si integrand al doilea termen prin parti, variatia
a doua devine

527 (x, h) = /b

a

2 2
unde am notat F'(t) = % (gé’_dd (;;/))
€z x rOx

Conditia necesara Legendre Dacd functia extremald x este punct de
minim pentru J, atunci

10%L
(F(t) h% + 59072 h’2> dt (15)

0L

W(t,x(t),w’(t)) >0, Vtelabl.

Demonstratie Folosim acelagi procedeu ca in cazul lemei fundamentale.
2

Presupunem ca intr-un punct tg € [a, b] avem w(to, z(to), ' (to)) < 0. Atunci

aceiasi inegalitate va avea loc si pe o vecinatate U a punctului ¢5. Construim
o variatie h(tg + 7), de clasia C!, care si aiba valori cuprinse intre 0 si 1, s&
se anuleze In afara vecinatatii U si h(tg) = 1. In plus vom cere ca derivata
functiei h sa fie suficient de mare in modul pe anumite intervale. De exemplu,

1
dacd U = (to — €,t0 + €), putem lua h(to + 7) = — (m7 + £)%(e —m7)?, daci
5

E .44 . .
|7| < — si 0 1n rest. Un calcul direct ne da
m

2

L
Daca %(f,x(t),x'(t}) <—-C <0,in U, avem

b 256 m
82 J(z, h </ Ft)|dt — =—— —

si atunci putem alege m astfel incat 62.J (z,h) < 0, ceea ce contrazice conditia
necesara de minim.

Conditia lui Legendre se extinde la functii de mai multe variabile. Astfel,
dacd functia extremald w este punct de minim pentru functionala

Iw) = [[ Ly wle),we, ), w, (o) dody,
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atunci forma patraticd

Q(h) = waa(,y) (h')? + 2way (2, y) B h? + wyy(,y) (h*)

este pozitiv semidefinitd in orice punct din §) (notatia w.. reprezinta derivate
de ordinul al doilea).

Conditii suficiente de extrem specifice i comode sunt greu de obtinut;

unele, mai mult sau mai putin clasice, vor fi date in capitolele urmatoare.
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Motto: ”Zice unul: - Dragul meu,
Asa cui faceam gi eu,

Poate chiar mai dichisit,

fnsa, vezi, nu m-am gandit.”

Arghezi - Cuiul

CAPITOLUL 2

PRINCIPII VARIATIONALE

In acest Capitol vom studia probleme variationale adaptate, impreunda cu condifii la
frontiera, conditii subsidiare sau restrictii impuse asupra clasei solutiilor admisibile care
produc valori extremale pentru o functionala data. Vom insista si asupra conditiilor suficiente
(testul Legendre-Jacobi, testul de invexitate) pentru existenta minimului sau mazimului unei

functionale.

1 Probleme cu conditii naturale la frontiera

Problema 1 Fie L(z,y,y') un Lagrangian de clasid C?. Sd se gdseascd functia
x — y(z) de clasd C? pentru care functionala

I6() = [ L y(e). o/ @)ds

are valoare extremd, cind una sau ambele conditii y(x1) = y1, y(z2) = y2 la
frontierd nu sunt prescrise.

Solutie Presupunem ca functia y = y(x) produce o valoare extrema si con-
struim o variatie y.(x) = y(z) + eh(x) de clasi C2. Substituim in functionala
si obtinem functia (integrala cu un parametru)

2
I(e) = L(z,y(z) + eh(x),y (x) + eh’(x))dx.
1
Prin ipoteza ¢ = 0 este o valoare extrema a lui I(g). Deci, aplicand derivarea
sub semnul integral, gasim

e [ (OL 3L/>
0_1(0)_/3“ <ayh+ay,h da.

Integrand prin parti al doilea termen de sub integrala, deducem

oL v 9L d OL
— I'(0) = ZZ p|2 / ( _ )
0=1I(0) ay/h“Jr Gy dr oy hdx

19
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Presupunem ca y = y(z) este solutia ecuatiei Euler-Lagrange

(ecuatie diferentiala de cel mult ordinul al doilea) pe intervalul [z}, z2]. Pentru
ca relatia (1) sa fie satisfacuta este necesar ca

oL oL oL

N if = ——(z2)h(z2) — 87/

ay/ ay/ (:L'l)h(:El) =0.

In cazul punctelor fixate y(x1) = y1, y(x2) = ya2, ecuatia Euler-Lagrange
impreuna cu h(x1) = h(zs) = 0 garanteaza relatia (1). In cazul in care ambele
capete sunt variabile, valorile h(z1), h(z2) sunt arbitrare si ca relatia (1) sa fie
adevarata trebuie sa impunem ecuatia Euler-Lagrange impreuna cu conditiile

(o) = 0. 5 (aa) =0 2
Aceste conditii se numesc conditii naturale la frontierd sau conditii de transver-
sabilitate pentru problema de extrem. Apar natural urméatoarele cazuri:

(i) puncte terminale fixate Daca capetele graficului y(z1) = y1, y(z2) =
y2 sunt fixate, atunci nu exista nici o variatie in aceste capete, adica h(z1) =
h(l’Q) = 0;

(ii) conditii la frontiera mixte Daca y(x1) = y; este fixat §i y(x2) = y2
este arbitrar, atunci trebuie sa impunem h(z;) = 0, g—yL,(xg) =0;

(iii) conditii la frontiera mixte Daca y(z1) = y; este arbitrar si y(x2) =
y2 este fixat, atunci trebuie sa impunem g—?f,(xl) =0, h(zz) = 0;

(iv) capete variabile Daca punctele y(x1) = y; si y(z2) = y2 sunt arbi-
trare, atunci trebuie sa impunem conditiile (2);

Conditiile la frontiera in care variatia h se anuleaza se numesc conditii la
frontierd esentiale, sau condi{ii la frontierd de tip Dirichlet, sau conditii la
frontiera geometrice. Conditiile naturale la frontiera se mai numesc si conditii
la frontiera de tip Neumann, sau conditii la frontierd dinamice. Evident ca
putem avea conditii mixte la frontiera. Terminologia de aici se extinde si la
probleme multidimensionale.

Problema 2 Fie L(x,y,y,y") un Lagrangian de clasd C3. Sd se gdseasca
functia x — y(z) de clasd C* pentru care functionala

160) = [ L@,y @),y @) do

are valoare extremd.
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Solutie Fie dy = y1 — y = h variatia in y. Daca y este solutia problemei,
atunci prima variatie a functionalei noastre este

OL OL 0L
I= — " = 0.
) /gg1 (8 oy + 8/6y+ay,,5y>dm 0

Utilizam integrarea prin parti. Pentru al doilea termen de sub integrala punem

oL d <6L
oy’ = dx \oy

u =

)dx dv = 6y'dx, v = dy.

Obtinem

2 (0L d (0L d

oI = 6y — — [ — ) oy — —

/351 <8y T <8y’) S

Din nou integram prin parti referitor la al treilea termen de sub integrala.
Gasim )

oL d oL
ol = — oy d
/ ( dy (3y>+dx2 <8 ”)) e

d (0L oL
- _ 332 _
* (81/ dx <8y”)> Oyla 8 70yt =0

Ecuatia Euler-Lagrange

oL oL . .,  OL
(8y”> 5y’> dr+ 8 /5y‘x1+a ,,5y = 0.

oL d oL & OL _
oy dx Oy = dx? Oy"
este o ecuatie diferentiala de cel mult ordinul patru. Conditiile la frontiera
oL d (/0L oL
(25 (32) i . B
oy dx \oy" 6 7

Dacd y(x1) = y1, y(x2) = y2, ¥ (1) = yi, ¥/ (x2) = y5 sunt fixate, atunci oy
gi 0y’ se anuleazd In x7 si in 9. Alternativ, putem avea conditiile la frontiera

naturale
(2 (DY) P
8y/ dm 8y// 1 8 /!

Evident, combinatiile conduc la conditii la frontiera mixte.
Exemplu Sd se gdseascd functia v — y(x) de clasd C* pentru care functionala

sunt

160 = [ (a)6"2@) = W) 6)@) + el @) do

1

are valoare extremd.
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Solutie Lagrangianul L = a(z)(y")? — b(x)(y')? + c(z)y? are derivatele

partiale
oL oL oL
= _9 77 9 )| "
5y = 20wy, 5=~ = 2a(a)y

Rezulta ecuatia Euler-lagrange (de ordinul al patrulea)

d2

W(b(az)y”) =0,z <z <.

@)y + (b)) +

La aceasta se adauga conditiile la frontiera:

(i) daca oy si 0y’ se anuleaza la capete, atunci y(x1) = y1, y(z2) =
yo, ¥ (z1) = yi, ¥/ (w2) = yd trebuiesc prescrise;

(i) daca dy se anuleaza la capete, iar dy’ nu se anuleaza la capete, atunci
y(r1) = y1, y(x2) = yo trebuiesc prescrise si conditiile naturale %(wl) =
0, %(372) = 0 trebuie sa fie verificate; in acest caz y”(z1) si v”(z2) au valori
fixate;

(iii) dacad dy nu se anuleaza la capete, iar §y’ se anuleaza la capete, atunci
y' (1) = yi, i (z2) = ys trebuiesc prescrise si conditiile naturale

(- (300 (- £ (35 -

trebuie sa fie satisfacute;
(iv) daca variatiile oy si 0y’ nu se anuleaza la capete, atunci conditiile
naturale la frontiera sunt

oL oL
o\ =y

(6~ aa (o)) 0 =0 (5~ () =0

Problema 4 Fie L(x,y, w, wy, wy) un Lagrangian de clasa C?. FieQ C R?
cu frontiera simpld inchisd 0Q de clasa C' pe portiuni. Sd se gaseascd functia
(x,y) = w(z,y) de clasd C? pentru care functionala

(332) =0

Hw()) = [ L wla,g).wala,9). w,(e,)) doe dy

are valoare extrema.
Solutie Utilizam notatiile variationale. Impunem ca prima variatie sa fie

Zero,
oL . oL oL
of = [ (25w + 2L 50, + OE 50, ) dwdy =0,
/Q<aw Ut 50 By wy) vdy=0
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Pentru N = 5’%511) siM = —%51{), aplicam teorema Green in plan,
N M
/ <3_3> da:dy:/ Mdx + N dy.
oa\dx Oy B
Deoarece
O DLy D (D) O DL, D (00,
or  Ow, Ox \Ow, "oy ow, Y oy \Ow, '
gasim

OL OL oL
I= | (&= -D,~—~ -D,—
’ /Q<8w Owy yé?wy) owda dy

L L
+ <—8dx + 0 dy) ow = 0.
o0 owy Ow,

In acest mod functia w(x,y) este o solutie a EDP Euler-Lagrange

0L 0L oL
——Dp——-D,— =0

ow ¥ Owy, y@wy

(cel mult de ordinul al doilea) la care adaugam conditii la frontiera. Daca
dw = 0, atunci functia w(z,y) trebuie specificata pe 99, adica w(z,y)|sn =
dat (probleme Dirichlet). Daca dw # 0, atunci impunem conditia naturala la
frontiera (probleme Newmann)

oL oL
—Tujydl"’— T%dy (:B,y)EaQ = 0
Ultima conditie poate fi scrisa utilizand vectorul normal unitar la frontiera
007 =x(s)T+ y(s)]. In acest caz Z—Z =t=4d7y %’j’este versorul tangent
sin = % T— fl—ﬁ J este vectorul normal unitar. Cu acestea conditia naturala la

frontiera se scrie

S oL , 0L |
n- awz 1+ aiwy.] (ac,y)E@Q = 0.

2 Suficienta prin testul Legendre-Jacobi
Traditional, drept conditie suficienta pentru existenta extremumului unei func-

tionale se considera a fi testul lui Legendre-Jacobi. Noi addugam in continuare,
testul de invexitate, care a aparut in literatura mai noua.
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Fie L(z,y,y’) un Lagrangian de clasi C? asociat functiei x — y(z) de clasi
C?. Consideram din nou functionala

100) = [ Le.y@).y (@)

si presupunem ca y = y(z) este un punct de extrem ce satisface conditiile
y(z1) = y1, y(x2) = y2. Fie y.(x) = y(x) + eh(x) o variatie de clasia C? ce
satisface conditiile h(x1) = h(z2) = 0. Atunci functionala I se inlocuieste cu
integrala I(e). Pe aceasta o dezvoltam in serie Taylor dupa puterile lui € (in
jurul punctului € = 0). Gasim

To 2
16) = [ L pel@),gt@)de = 10) + IO + I"(0) 5 + .
1
Pe de alta parte, primele doua derivate sunt
@ (9L OL
0 z/ (h-i— h’) dz
©) 2 \Oy oY
w2 (92L %L 0%L 5
I"(0 :/ ——h?42 % h'* | dex.
(>11@w+ww Tot )™

Ne ocupam de variatia de ordinul intai. Integrand prin parti, ea se scrie

10y = OL pjee “<‘9L_d<3L>)
1oy =gans+ | (5~ a (ay)) e

Deoarece h este o variatie arbitrara cu h(z1) = h(z2) = 0, din I'(0) = 0 gisim
conditiile necesare

oL d (0L
dy dx (8y’
Daca este aga, semnul diferentei I(¢) — I(0) este dat de I”(0). Daca I”(0) >
0, pe arcul extremal, atunci I(0) este un minim; daca I”(0) < 0, pe arcul
extremal, atunci (0) este un maxim; daca I”(0) isi schimba semnul pe arcul
extremal, atunci I(0) nu este un extrem; daca I”(0) = 0 pe arcul extremal,
atunci putem face apel la derivate de ordin superior.
Sa analizam variatia a doua I”(0) stiind ca h(xy) = h(z2) = 0 si % -
d (9L
i (b7
Lagrange si daca I(y) este valoare minima, atunci I”(0) > 0; daca y(x) este
solutie a ecuatiei Euler-Lagrange si daca I(y) este valoare maxima, atunci
I"(0) <o0.

):aymn:yhm@>:m.

) =0, y(x1) = y1, y(z2) = y2. Daca y(x) este solutie a ecuatiei Euler-
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A doua variatie I”(0) se poate transcrie sub diferite forme.
In primul rand, integrand prin parti termenul din mijloc, gasim

2 x 2 2 2
I,,(O):hQaLer/z(hQ(aL daL>+aLh,2>dm
xr1

Yoy’ 1 dy?  dr Yoy’ 83/2
Daca luam h(z1) = h(z2) = 0, atunci

0’L d O0*L 0?L

- = 0
oy?  dx Oydy' - oy'? ”

sunt conditii necesare gi suficiente de minim.
In al doilea rand, scriem

2
"(0) = / ((Zyyh® + Ly hh') + B (Lygh + Ly ) de
xr1

Integram termenul al doilea prin parti,

d d

da Lyy’ — h— (h/Ly/y/)> dx.

mey (12 / T2 209 32
1"(0) = (h*Lyy + hh Ly,y,)zl + /gg 1 (h Ly, —h -

Primul termen este nul prin ipoteze. Al doilea termen poate fi scris in forma
1"(0) = — [;? hA(h)dz, unde

d d
A(h) = dr (Ly’y’hl) - <Lyy - Ch:Lyy’> h.

Operatorul diferential A are forma

— 2 (p0) ) - @,

unde p(x) = Ly si q(x) = Ly, — %Lyy/. Ecuatia diferentiala

Alu)

_d
dx

du

() ) ~ @) =0, 2 € .2

A(u) -

se numeste ecuatie diferentiala Jacobi. Operatorul diferential A(-) este un
operator Sturm-Liouville autoadjunct in sensul

wA(R) ~ hA() = (pla) (uh’ — hut)

(identitatea lui Lagrange).
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Revenim la variatia a doua, pe care o scriem sub forma

(0) = — /m Ay = — / " % (hA(u) + d% (p() (uh — m/))) da.

1 u 1

In ultima integrald, integram prin parti,

_h _d , ,
U= o dv = o (p(x)(uh’ — hu')) dx
uh! — hu!
dU = de, V = p(z)(uh’ — hu').

Punand p = L./, deducem

(0) = "Ly (ult — 1 ’)“—/thA( )d +/x2L (h’—hu/>2d
= " y'y (U U ) |23 S u)axr - 'y’ » Z.
Adaugam conditiile: (i) presupunem h(z1) = 0, h(zz) = 0 (dispare primul ter-
men); (ii) presupunem ca u este solutia ecuatiei Jacobi A(u) =0, x € [z1, z2],
u(z1) = 0, v/(z1) # 0 (dispare al doilea termen); (iii) presupunem h'—h% #0
(semnul celui de al treilea termen este dat de semnul lui L,,/). Concluzii
(conditiile suficiente ale lui Legendre-Jacobi): (1) daca L,y <0, x € [x1, 2],
atunci valoarea I(y) este maxima; (2) daca Ly, > 0,z € [x1,x2], atunci
valoarea I(y) este minima.

3 Dinamica Lagrangiana unitemporala

Se considera functionala urmatoare

t
Ie() = [ Lx(t),a(t),0) dt
to
unde z = (z!,...,2") = (2°(t)),i = 1,n este o colectie de n functii (sau

echivalent, o functie cu valori in R", adica z : [to,t1] — R") si L = L(z, %,t) o
functie de clasi C? de 2n+1 variabile x, &, t. Dorim si extremizim functionala
I(x(+)) cu conditiile la capete x(tg) = x¢ si z(t1) = 1.

Teorema. O functie z(-) de clasd C? care extremizeazd functionala I satisface
in mod mecesar ecuatiile diferentiale Fuler-Lagrange

oL d oL
ort  dt 0t

g1 conditiile la capete z(tg) = xo si x(t1) = x1.



CALCUL VARIATIONAL 27

Aici avem un sistem de n EDO, de regula de ordinul doi, cu n functii
necunoscute z*(-). Teorema arati ca dac# sistemul Euler-Lagrange are solutii,
atunci minimizantul (maximizantul) functionalei I (presupunand ca exista)
va fi printre solutii. Solutiile sistemului Euler-Lagrange sunt numite extremale
sau puncte critice ale Lagrangianului L.

Demonstratie Consideram ca x(t) este o solutie a problemei precedente.
Construim o alta functie in jurul lui z(¢) de forma z(t) + eh(t), astfel incat
h(to) = 0,h(t1) = 0. Aici € este un parametru ”"mic”, iar h este o variatie
”micd”. Functionala devine o functie de €, adica o integrala cu un parametru

I(e) = / L (at) + <h(t). () + h(t), ) dt.

0

Se impune conditia necesara de extrem,

d n/oL . AL ..
= — —(...) = I ) I )
0= 16| _ =) /t (C,w.h +8j:jh)(t)dt
n/OL  dOL\ .
— - J
Bl <6xj dt@:icj>h at,
unde 5 i
L . |t=h
Bi'] ()t:to

sunt termeni pe frontiera, obtinuti prin integrare partiald. Daca functia x(t)
este fixata la capete, atunci termenii BT dispar, deoarece h(ty) = 0, h(t1) = 0.
Luand functia vectoriala h arbitrara, gasim sistemul de ecuatii diferentiale din
teorema.

Dinamica descrisa de EDO Euler-Lagrange de ordinul al doilea se numeste
dinamica Euler-Lagrange unitemporala.

3.1 Testul de invexitate

Sa formulim o conditie suficienta ne-standard pentru existenta minimului
functionalei

to

J(@(-) = [ L(t,x(t),(t))dt,

t1
unde t € [t1,ts], L este un Lagrangian de clasi C?, iar x : [t1,t2] — R" este o
functie de clasa C2.

O functie z*(t) se numeste punct critic al functionalei J daca este solutia

sistemului Euler-Lagrange

oL d oL
oxt  dtoit




28 Principii variationale

la care se adauga conditiile la capete.
Definitie Fie z, z* : [t1,t2] — R™ functii de clasd C?. Dacd existd o
functie vectoriala n(t,z,z*,&,&*) € R™ cun = 0 pentru z(t) = x*(t), astfel

incat ‘
N t2( . OL dn* OL
Tl =) = [ <n v a) .

t1

pentru orice functie x(-), atunci J se numeste invexa in punctul x*(-) pe in-
tervalul [t1,t2] in raport cu functia vectoriald 7.

Functionala J se numeste invexd daca este invexd in orice punct x*(-).

Teorema Functionala J este invera daca si numai dacd fiecare punct critic
este un punct de minim global.

Demonstratie Presupunem ca functionala J este invexa. Atunci, daca
x*(t) este solutie a sistemului Euler-Lagrange, avem

t2 1 QL d OL , - OL
J(x() — J(x* (- >/< - — — ) tdt +n' |2 =
(@) =T () 2 [ (G~ grgge) 7+ gl =0
Rezulta ca un punct critic este un punct de minim global.

Reciproc, presupunem ca fiecare punct critic este punct de minim global.
Daca z*(t) este un punct critic, atunci punem n = 0. Daca z*(¢) nu este un
punct critic, atunci

oL d OL
- — — - £ 0
ox*  dt Ox* 7
pentru cel putin un indice 7. Campul vectorial nenul
¢ = oL B d oL
Ox*  dt 0x*

ne permite sa definim campul vectorial

k_ L(t,x, &) — L(t, z*, &%)
0i5€¢

Ambele campuri 7 satisfac relatia din definitia invexitatii.

&k,

4 Dinamica Lagrangiana multitemporala

In mod uzual coordonatele spatiale si timpul joaca roluri distincte: o coordo-
nata spatiala este deseori un indice asociat unui grad de libertate, iar coordo-
nata timp este timpul fizic in care evolueaza sistemele fizice. Aceasta teorie
este satisfacatoare pana ne indreptam atentia spre ecuatii relativistic invari-
ante (campuri chirale, sine-Gordon, etc). In plus, in unele probleme fizice
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utilizim un 2-timp ¢ = (¢!,¢?), unde ! inseamni timpul intrinsec si 2 este
timpul observatorului. De asemenea, exista o multime de probleme unde nu
avem nici un motiv sa preferam o coordonata alteia. Iata de ce ne referim la
functii care depind de mai multe variabile timp si care modeleaza evolutiile
geometrice multidimensionale. In acest sens, prin multi-timp intelegem un
parametru vectorial de evolutie.

Fie 2%, i = 1,...,n, variabilele de camp din spatiul tintd R™, fie t%, a =

)

, x
1,...,m, variabilele multi-timp din spatiul sursa R™ si fie !, = 50 vitezele

partiale. Acestea determin fibratul jeturilor de ordinul unu
JYR™, R™) = {(a', 2% ,t*)} = RV,

4.1 Cazul functionalelor integrale multiple

Presupunem ca dam un Lagrangian neted L(t,xz(t),x,(t)), t € R7. Fixam
multi-timpii o, 1 € R si doud puncte g, 71 € R". Paralelipipedul €, C
R™, fixat prin punctele diagonal opuse to = (t),...,t0") si t1 = (t},...,t7"),
este echivalent cu intervalul inchis ¢y < t < ¢1, In raport cu ordinea partiala
produs pe R''. Problema clasica a calculului variational cere sa gasim o m-
foaie () : 4,4, — R™ de clasi C? care minimizeaza functionala integrald
multipla
I(x() :/ L(t, 2(t), 2 (£))dt..dt™,
Qig,t1

dintre toate functiile z(-) care satisfac conditiile la frontiera x(ty) = xo, z(t1) =
z1 sau z(t)|aq,,,, = dat, utilizand functii variatii constranse prin conditii la
frontiera. Conditiile necesare sunt continute in urmatoarea

Teorema (EDP Euler-Lagrange multi-timp) Fie D, operatorul de
derivare totala in raport cut = (t7). Dacda m-foaia x*(-) minimizeazd functionala
I(x(+)) in sensul precedent, atunci x*(-) este solutie a EDP Euler-Lagrange
multi-temporald

OL oL
81’% "/ax}y ’ 1 ] 7n7 ’7 9 7m7 ( )1

care satisface conditiile la frontierd.

Aici avem un sistem de n EDP, de regula de ordinul doi, cu n functii
necunoscute z(-). Teorema aratd ci dacd sistemul (E — L); are solutii,
atunci minimizantul functionalei I (presupunand ca exista) va fi printre solutii.
Solutiile sistemului (E — L); sunt numite extremale sau puncte critice ale La-
grangianului L.
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Demonstratie Consideram ca x(t) este o solutie a problemei precedente.
Construim o alta functie in jurul lui (¢) de forma z(t) +eh(t), cu hlaq,, ,, = 0.
Aici € este un parametru ”"mic”, iar h este o variatie "mica”. Functionala
devine o functie de €, adica o integrala cu un parametru,

() = / L (t, x(t) + eh(t), o (t) + eh (t)) dt*...dt™.
QtOvtl
Se impune conditia necesara de extrem,

oL . OL .
— (. = R 22 hd ) () dE At
_ () /%tl (833] 02l 7)()

— BT+ 8—L — D767L hI dtt...dt™,
QtOrtl oI 6%37

unde D, este operatorul de derivare totala, care actioneaza dupa regula

D, OL i =hD, oL +a—LD7hj,
o, ox?, o,

unde dupa 7, respectiv j, se face sumare. Termenii

L . L .
BT = D, ihﬂ dtt...dt™ :/ 5a5ih3n6(t)da
Qtg,tq 81‘% 0,4 or?,

contin date pe frontierd, obtinute prin formula divergentei, utilizand vec-
torul unitar n”(t) normal la frontiera 9, ¢,. Termenii BT dispar, deoarece
h‘aﬂto,n = 0. Luénd functia vectoriala h arbitrara, gasim sistemul de ecuatii
din teorema.

Dinamica descrisa de EDP Euler-Lagrange de ordinul al doilea se numeste
dinamica Euler-Lagrange multitemporald.

4.2 Testul de invexitate
Sa formulam o conditie suficientd moderna pentru existenta minimului functionalei
I(() :/ L(t, 2(t), 2 (£))dt"..dt™,
Qtg.t

unde t € Q4 +,, L este un Lagrangian de clasd C?, iar = : Q4 4, — R" este o
functie de clasa C2.
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O functie z*(t) se numeste punct critic al functionalei J daca este solutia
sistemului Euler-Lagrange

oL oL
ow Do =0
L
la care se adauga conditia la frontiera.
Definitie Fie x, z* : Qi+, — R™ doud functii de clasd C?. Daca eistd
o functie vectoriala n(t,z,x*, &,&*) € R" cun =0 pentru x(t) = z*(t), astfel

incat
. 0L . OL
= 4 (D1 ) det. L dt™
to,t1 (77 oz* +( ol )ax*l> ’

«

1@() = 1) = |

Q

atunci functionala I se numeste invexd in punctul x*(t) pe intervalul [t1,ta] in
raport cu functia vectoriald n.

Teorema Funciionala J este invexd dacd si numai dacd fiecare punct critic
este un punct de minim global.

Demonstratie Presupunem ca functionala J este invexa, adica

oL oL . 0L
I ) = I(z*() > P —Dai. ! ’ _n® = 0.
O 1@ 2 [ (G- Dag)aas [ gatas =0

Rezulta ca un punct critic (solutia sistemului Euler-Lagrange) xz*(t) este un
punct de minim global.

Reciproc, presupunem ca fiecare punct critic este punct de minim global.
Daca z*(t) este un punct critic, atunci punem n = 0. Daca x*(¢) nu este un
punct critic, adica

oL
ozt

oL
— Do #0,
“ ot
atunci el nu poate fi punct de extrem. Campul vectorial

o o
Ot “oxi,

gi

ne permite sa definim campul vectorial

k _ L(t,l’,$) B L(ta ZE*,LL‘*)

k
"= 204;€°67 <

Ambele campuri 7 satisfac relatia din definitia invexitatii.
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4.3 Cazul functionalelor integrale curbilinii
independente de drum

Un Lagrangian neted L(t,x(t),x(t)), t € R} produce doua 1-forme netede
inchise (complet integrabile):

- diferentiala
oL oL . 0L .
dL = —dt” -’ —dx’
ot + oz " + ox, Ty
oL 0L 0L

de componente ( ), in raport cu baza (dt?, dx’, dm%);

- restrictia lui dL la (t,2(t),2,(t)), adica pullback-ul

dL

OL OLox* 0L amf/ 8
(a0 @) =\ 58 + o8 ot aep ) 1
de componente (ce contin si acceleratii partiale)

DL = S5 (1), (1), 1) s (1)

oz’
+8a;é(m(t),x7(t),t)mg(t) + %(m(t)7x’y(t),t)’

in raport cu baza dt?.
Fie Lg(t,z(t),z,(t))dt® o 1-forma Lagrange inchisa (complet integrabild),
adica, DgL, = D,Lg sau explicit

OLg  OLgdx'  0Lg 07y OLa  OLaOx'  OLa 0
ote ot ote - 9zl ote  otF - 9zt oF  Oxl Ot

Daca exista un Lagrangian L(x(t), z(t), t) cu proprietatea DgL = Lg (pullback-
ul precedent este 1-forma inchisa datd), atunci functia z(t) este solutie a sis-
temului complet integrabil de EDP (de ordinul al doilea)

OL L Ox' 0L Oz _
ot oxt otP - dal otP -

Lg.

Fie I'y, +, o curba arbitrara de clasa C' pe portiuni care uneste punctele ¢
si t;. Introducem o noua problema de calcul variational cerand sa gasim o m-
foaie 2*(-) : Q4 4, — R™ de clasd C? care si minimizeze functionala integrald
curbilinie independentd de drum (actiune)

T(2()) :/F La(t, 2(t), 2 (8))dt®, B =1,....m,

to,tq
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dintre toate functiile z(-) care satisfac conditiile la frontiera x(ty) = g, z(t1) =
z1 sau z(t)|aq,,,, = dat, utilizand functii variatii constranse prin conditii la
frontiera si prin conditii de inchidere (complet integrabilitate) ale 1-formei
Lagrange.

Problema fundamentala: cum putem caracteriza functia z*(-) care re-
zolva problema variationala asociata functionalei J7

Teorema Presupunem ca exista un Lagrangian L(t,x(t),x,(t)) cu propri-
etatea DgL = Lg.

1) Daca m-foaia x*(-) este o extremald a lui L, atunci ea este de asemenea
o extremald a diferentialei dL.

2) Daca m-foaia x*(-) minimizeazda functionala J(x(-)), atunci z*(-) este
o solutie a EDP multi-timp

oL oL

%— »Yaixz.y:ai, i:1,...,n, 7:1,...,771, (E—L)Q

care satisface conditiile la frontierd, unde a; sunt constante arbitrare.
A doua parte a teoremei arata ca daca sistemul (E— L)y de EDP are solutii,
atunci minimizatorul functionalei J (presupunand ca exista) se afla respectiv

printre solutii.
Demonstratie: 1) In primul rand,

oL oL d(dL) d(dL)
0=d (696’ 7896;) ox’ v Bxiy

Pe componente, aceasta Inseamna

0 (D) p, 0 (2L
ozt \ OxI 701‘% oxJ
NEARNT
oz’ 83:& 783@% oz

0 (0L 0 oL
(=)—-Dp,— (=) =
ozt (6ta) T oat (87&@) 0

2) Rezultatul este obtinut prin egalitatile

0

0

d(dL) d(dL) oL oL
0= —~ —D —~ =d|— —-Dy,—|.
ox? 7 oz Ox? Vﬁxfy

Teorema Dacd m-foaia x*(-) minimizeaza functionala J(z(-)), atunci z*(-)
este o solutie a EDP multi-timp

O0Lg O0Lg

- — D :

Ox? 7 oxt

:0) 577:15'"5m7 (E_L)d
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care satisface conditiile la frontierd.

Teorema arata ca daca sistemul (E — L)3 de EDP are solutii, atunci min-
imizatorul functionalei J (presupunénd ca exista) se afla respectiv printre
solutii.

Demonstratie. Consideram ca x(t) este o solutie a problemei precedente.
Implicit ea trebuie sa satisfaca conditiile de complet integrabilitate ale 1-formei
Lp(z(t), z(t), t)dt’?, adica,

OLg  OLgOx'  OLg 0wy 0Ly  OLaOx' 0L 07,
ote ozt ote - dxl ote  otF T 9zt oF - Oxl 0P

Construim o alta functie in jurul lui z(t) de forma x(t) 4+ ch(t), cu h(ty) =
0,h(t1) = 0. Aici € este un parametru "mic”, iar h este o variatie ”"mica”.
Functionala devine o functie de ¢, adica o integrala cu parametru,

I(e) = /F Ls (¢, 2(8) + eh(t), - () + hy (£)) di°

to,t1

Acceptam ca variatia h satisface conditiile de complet integrabilitate ale 1-
formei

Lg (t,2(t) + eh(t), z (t) + eho (1)) dt’.
Aceasta conditie adauga EDP

OLg Oh' | 0L Ohl, 9L Oh' | OLo 0N
- - = - + - L
dxt ot Jxl otr  Jxt otF - dxl OtP’

care arata ca multimea functiilor h(t) este un spatiu vectorial, iar multimea
functiilor z(t) + eh(t) este un spatiu afin. Se impune

:():/ <8L6hJ+8L6hJ> dtﬁ
e=0 Liy,tq OxJ aiﬂfy

L L
— BT + 3—5_1)86 i at®,
Fto t1 ax‘j 8(1:7

unde D, este operatorul de derivare totala, care actioneaza dupa regula

D, (%E84) —wip, (22 +8L’8D hi.
ox?, o, o,

o (5is) =
'1:7

d
0=—-J()

Adaugam ipoteza
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care restrange spatiul vectorial al variatiilor h(¢) la un subspatiu vectorial.
Atunci termenii pe frontiera se scriu

Lg, ; L, L. .
BT = D, (Z8p7) ar? :/ Dy (2| ar? = Mg,
Tig.ty 27, ity o) oz

Termenii BT se anuleaza deoarece h(ty) = 0, h(t1) = 0. Raméne

L L -
0:/ OLs _p OLs ) i gy,
Tigrty \ OT7 da?,

Deoarece curba Iy, ;, este arbitrara, gasim sistemul de ecuatii cu derivate
partiale din teorema.

Dinamica descrisa de PDE Euler-Lagrange de ordinul al doilea se numeste
dinamica Euler-Lagrange multitemporald.

4.4 Testul de invexitate

Sa formulam o conditie suficienta neortodoxa pentru existenta minimului functionalei

Ha() = [ Lolta(t)ha, @), §=1,.om,
Deg.ty
unde t € Qi 4,, Lp(t,x(t), 2,(t))dt’ este o 1-formd Lagrangian de clasia C2,
iar x : Q4 — R" este o functie de clasa C2.
O functie z*(t) se numeste punct critic al functionalei J daca este solutia
sistemului Euler-Lagrange

OLa oL
Ozt 70:@_ ’

la care se adauga conditiile la frontiera.
Definitie Fie z, 2* : Q4,4 — R" functii de clasd C*. Dacd ezista o
functie vectoriala n(t,z,x*,&,2*) € R™ cun = 0 pentru z(t) = x*(t), astfel

incat
0L, 0L,
n' o+ (Dpn') 5 | dt®
( 0wt T o )
pentru orice functie x(-) st pentru orice curba I'y, s, atunci J se numeste
invexa in punctul z*(-) pe intervalul S, 4, in raport cu functia vectoriald 7.
Functionala J se numegte invexa daca este invexd in orice punct x*(-).
Teorema Functionala J este invexd dacd si numai daca fiecare punct critic
este un punct de minim global.

Ta() =@ () > [

r
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Demonstratie Presupunem ca functionala J este invexa. Atunci, daca
x*(t) este solutie a sistemului Euler-Lagrange, avem

oL oL ,
D)) — *)) > q _ o i g0
Jal) IOz [ (axﬂ D; my) o di

0L
—l—/ Dy |7 5 dt* = 0.
ity &Uﬁ

Rezulta ca un punct critic este un punct de minim global.

Reciproc, presupunem ca fiecare punct critic este punct de minim global.
Daca z*(t) este un punct critic, atunci punem n = 0. Daca z*(¢) nu este un
punct critic, adica Ja € {1,...,m}, Fi € {1,...,n}, s& zicem a = 1,47 = 1,
atunci

dLy OLy
-D .
ozt P 9z 70

Campul vectorial ¢ de componente

aLl aLl i .
gl:w_DﬂWEl’ §=0i#1

ne permite sa definim cadmpul vectorial 17 de componente

1 _ Ll(t,$,:t) - Ll(t,a)*,i:*)
T 204;€°¢7

Campul vectorial 7, astfel definit, satisface relatia din definitia invexitatii.

¢hon'=0,i#1
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Motto: ”Carte frumoasd cinste cui te-a scris
Incet gandita, gingas cumpanitd;
Esti ca o floare, anume inflorita

Mainilor mele, care te-au deschis.”

Arghezi - Ex libris

CAPITOLUL 3

MODELE OPTIMALE BAZATE PE ENERGII

In acest Capitol prezentam cdteva aplicatii selectate din stiinta si inginerie (brachisto-
chrona, lanturi, baloane de sapun, grinda incastratd, microstructuri evolutive, sisteme de par-
ticule, coarda vibrantd, membrana vibrantd, ecuatia Schrodinger), unde calculul variational
este indispensabil. Pentru problemele uni-dimensionale, conditiile la capete vor fi specificate.
Pentru problemele multidimensionale, sunt necesare conditii la frontiera. Textele tradifionale
se opresc doar la conditii necesare de extrem, intrucdat problemele tratate au sigur solutii si
odata gasite, ele sunt gi nu altele. Noi precizam i condifii suficiente, dar subliniem ca

principiile matematice nu sunt intru totul echivalente cu cele fizice.

1 Problema brachistochronei

In 1696 John Bernoulli gi-a imaginat urmatoarea problema a brachistochronei
(in greceste, brachistos = cel mai scurt, chrones = timp).

Problema B Un punct material alunecd neted si fara frecare, sub actiunea
gravitatiei, pe un fir subtire, de la punctul Py(xo,yo) la punctul Py(x1,y1).
Aflati forma firului, daca miscarea se realizeazd in cel mai scurt timp.

Solutie Presupunem ca graficul functiei y = y(z) reprezinta forma firului.
Fie m masa punctului material §i v viteza sa. In punctul P(z,y) actioneaza
forta gravitationala de marime F' = mg, unde m este masa punctului ma-
terial. Lucrul mecanic este dat prin formula L = Fd. Energia cinetica se
scrie T = %va. Lucrul mecanic efectuat se identifica cu variatia energiei
potentiale mg(y — yp) cand ne mutam din punctul yg spre punctul y. Variatia
corespunzatoare a energiei cinetice este %m(v2 — v3). Teorema lucru mecanic
- energie impune

1
2 2
mg(y —yo) = 5 m(v” — vp).
Presupunem ca particula de masa m = 1 pleaca din repaus, adica, vy =
0. De asemenea stim ca v = %, unde s este abscisa curbilinie, adica ds =

\/1+y'%dz. Riméane % = v/29(y — yo). Rezulta functionala
T2 ( 1 22 /1 + 32
T = / > Y dx.
X

1 ?_VQQ z1 VY — Yo

39
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1 ,/1+y/2

e depinde de variabila z, ecuatia

Y=y
e inlocuieste cu integrala prima v’ g—yL, —-L=c

Deoarece Lagrangianul L =

AL _ d dL _
Fuler-Lagrange oy " droy — 0

sau
V-1 +y?) VI
Aceasta ecuatie diferentiala este o ecuatie cu variabile separate
T vy — %0 dy = dzx.
= (y— 1)
Pentru simplicare facem substitutia y = yo + k2 sin?§. Gasim

dy = 2k?*sin @ cos0df, dx = 2k*sin®0 db.

8

w0

In felul acesta ecuatia Fuler-Lagrange are solutia parametrica
1 1
x =y + 5]{:2(29 —sin 20), y =yo + 5]@‘2(1 — cos 26),

care reprezinta o familie de cicloide.

Po(Xo, Yo)

P(x.y)
PiX1. %)

Figura 1: Brachistochrona

Constantele k si zg,yo se obtin din conditia ca cicloida sa treacd prin
punctul (x1,y1) (vezi Figura 1). Solutia asigura minimul functionalei timp

g;,fé > 0 (testul Lagrange).

deoarece
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2 Franghii, lanturi si cabluri

Problema FLC Aflati forma unui lant flexibil de lungime L ce uneste punctele
(—=4,h) si (¢,h), h>0,L>2¢ lasat liber sub influenta gravitatie.

Solutie Principiu fizic: pozitia de echilibru a cablului corepunde la e-
nergie potentiala minima. Fie p densitatea de masa pe unitatea de lungime,
constantd. Elementul de masa dm este localizat in punctul (z,y). Acest
element de masa are energia potentiala dV = (dm)gy = (pds)gy, unde ds =

\/1 4 y'?dz. Energia potentiala totald V = ffe dV = pg ffz yy/1 + 3% dz este

constransa prin L = ffg \/1+y?de. Astfel functia y = y(z) trebuie sa fie
un punct de minimum al functionalei energie potentiala restrictionate. Avand
o problema cu restrictie izoperimetrica, exista un multiplicator Lagrange A
constant, ce schimba problema cu restrictii in problema fara restrictii

¢
m(i)/ (pgy\/l+y’2—|—)\\/l+y’2> dzx.
y() J—4

Noul Lagrangian este
L= (pgy + M1+ 2.

Ecuatia Euler-Lagrange % — %3—5 = 0 devine

d "+ Ny I
diw_pg 1—|—y’2:O.
T 14y

Deoarece Lagrangianul £ nu depinde de variabila x, ecuatia Euler-Lagrange

2
se transforma in integrala prima 3’ %/ — L =csauy? = % —1. Cu

schimbarea de functie pgy + A = cz, obtinem ecuatia cu variabile separate

\/% = 224z cu solutia implicita In (z +V22 - 1) = 222 +b. Selectam
b= —22 3, rezolvam in raport cu z si revenim la y. Gasim solutia de forma
A _
ylx) =——+ £ cosh M
P9 P9 c

In consecinta, forma lantului este graficul functiei cosinus hiperbolic (vezi

Figura 2). Deoarece in latina lantul se cheama ”catena”, pentru solutia prob-

lemei precedente s-a adoptat numele de ”catenary”, in romana ”lantisor”.
Constanta c se fixeaza prin conditia

¢ ¢ 2c gl
L= y1+y%d :/ h(pgx)d :'h(>.
/—e +y'“dx _gcos - x sin c

Py
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-2 0 2

Figura 2: Graficul functiei cosinus hiperbolic

Relatiile y(—¢) = y(¢) = h si o alegere potrivita a constantei A conduc la
constanta 3 = 0 (vezi Figura 2). Solutia gasita asigura minimul functionalei

deoarece g;,Lg > 0 (testul Lagrange).
ig
a0
m
Figura 3: Pendulul plan
3 Pendule

Cele mai simple gi mai instructive sisteme mecanice sunt pendulele (Figura 3,
Figura 4, Figura 5).
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3.1 Pendulul plan
Fie Oy axa verticala. Avem (Figura 3)

va

L:T—U7T=T,U=mgy,

unde m este masa pendulului, v? = &2+ este patratul lungimii vitezei, g este

acceleratia caderii libere. Din cauza restrictiilor, sistemul este descris doar de
unghiul 8 dintre bratul pendulului si directia negativa a axei Oy. Observam
ca v? = 0%20% y = —lcosf, x = ¢sinf unde ¢ este lungimea bratului. Astfel

1.
L = mf? (92 +w? 0059> ,w? = g,
2 L
Ecuatia Euler-Lagrange este

sin 6.

0 =—w

. 92L
Testul Legendre: 5z > 0.

Figura 4: Pendule cuplate
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N

Figura 5: Corp care alunecd, cu pendul atasat

3.2 Pendulul sferic

Fie axa Oz verticala si indreptata in jos. Forma generala a Lagrangianului

este

mv2

5 U= —-mgz.
Cele doua grade de libertate sunt parametrizate prin unghiurile sferice 6 si ¢.

Raza sferei este chiar lungimea bratului ¢. Deoarece

L=T-UT-=

x =/{sinfcosp, y=~sinfsinp, z = £cosb,

gasim .
& = f0cosfcosp — Lpsinfsin
§ = €0 cos Bsin ¢ + (o sin 6 cos
i = —L0sind.
Rezulta

v? = @2 + 9% + 22 = 12(0% + $?sin? 0).
Deducem Lagrangianul
Lo L.g . o 2
L=m¢ 50 +590 sin“ 6 + w” cosf | .

Cele doud ecuatii Euler-lagrange sunt

d
¢sin?6) = 0.

6 = ¢?sinfcosf — w’sinf, —
$*sin f cos § — w* sin ’dt(
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3.3 Pendulul de lungime variabila

Presupunem ca lungimea bratului pendulului ¢ depinde de timp, adica ¢ = £(t)
este o functie data. Pornim ca la pendulul plan, adica

2

muv
L=T-U,T= 5 U = mgy = —mglcosf.

Acum viteza se imparte in doua componente: componenta v; = ¢ perpendic-

ulara pe fir §i componenta v = £ paralela cu firul. Rezulta v? = vi + vﬁ =

(202 + (2. Asfel putem scrie Lagrangianul
1 . 1.
L=m <2€2(t)92 + gl(t) cos 6 + 2%) :

Masa este constanta si ultimul termen din Lagrangian nu modifica ecuatia
Fuler-Lagrange. Raméane

%(5%)9‘) = —gl(t)sin®.

3.4 Doua pendule interconectate elastic

Vom analiza migcarea a doua pendule interconectate printr-un resort (arc).
Dupa cum se observa in Figura 6, fiecare pendul este format dintr-o mica sfera
de masa m fixata la capatul inferior al unei tije subtiri si foarte rigide avand
lungimea ¢ si o greutate neglijabila. Vom folosi notatia k& pentru constanta
elastica a resortului. Consideram ca distanta dintre articulatiile superioare
ale pendulelor este egala cu lungimea resortului in stare netensionata.

L Ll

Figura 6: Pendule interconectate elastic
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La momentul ¢ = 0, sistemul este intr-o configuratie de repaus in care tijele
pendulelor formeaza unghiul 6y > 0 cu verticala, iar resortul este comprimat
simetric. Din aceasta stare, sistemul este lasat sa se miste liber. In afari
de greutatea proprie G, asupra fiecarui pendul actioneaza forta elastica F,
dezvoltata de resort, precum si tensiunea 7' din tija (vom neglija franarea
exercitatd de aerul atmosferic). Rigiditatea articularii obligd ambele mase
m sa evolueze pe arce de cerc avand aceeasi raza f. Identitatea perfecta a
pendulelor, precum si simetria configuratiei initiale permite utilizarea unei
singure coordonate generalizate pentru a descrie migcarea sistemului. Aceasta
coordonata este unghiul curent 6 = 6(t), t > 0, pe care il formeaza tijele de
suspensie cu verticala (Figura 6).

Observam ca, In conditiile evolutiei pe un arc de cerc a fiecarui pendul,
tensiunea 7' nu efectueaza lucru mecanic (deplasarea masei m este perpendic-
ulara pe suportul lui 7" — vezi Figura 6). Cat priveste fortele G si F,, ambele
au un caracter conservativ. Sistemului mecanic din Figura 6 ii poate fi atagata
o functie Lagrange L.

In ceea ce urmeazi vom proceda la explicitarea termenilor F,. si F, din
structura functiei L. Datorita evolutiei pe un arc de cerc, viteza masei m are
doar o componenta circumferentiala vg = 8. Energia cinetica a sistemului din
Figura 6 este

2 .
E, = 2% — me262.

Energia potentiala E), = E,, + E,. are atat o componenta gravitationalda F,,
cat si una elastica Ep.. Expresiile acestora sunt

k
E,g =2mgl (1 —cosb), Ep = 5(25 sin 0)? = 2k sin? 0,

unde g — acceleratia gravitationala. Astfel energia potentiala a sistemului
mecanic este
E,=2( {mg (1 — cos @) + klsin? 9} .

Rezulta functia Lagrange
L (9, 0) =E.—-E,=/¢ {mw? — 2mg (1 — cos ) — 2k( sin® 9} .

Migcarea sistemului mecanic din Figura 6 este descrisa de ecuatia Euler-

Lagrange
oL doL

80 dtod
Explicit )
mlh + mgsin 6 4+ 2k{sin 6 cos 6 = 0,
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o ecuatie diferentiala cu necunoscuta 0 = 6(t). Se adaugd conditiile initiale
0(0) = 6y, 6(0) = 0, care definesc parametrii configuratiei de la momen-
tul ¢ = 0 (unghiul si viteza de pornire a pendulelor). Datorita simplitatii
sistemului din Figura 6, ecuatia diferentiala precedenta are o semnificatie
mecanica usor decelabild. Propriu-zis, ea nu este nimic altceva decat proiectia
circumferentiald a Legii lui Newton m# — F = = 0, in care F este rezultanta
fortelor aplicate pendulului de masa m.

Din cauza termenilor in care intervin functiile sinus si cosinus, ecuatia
precedenta nu poate fi rezolvata exact. Totusi, pentru unghiuri 6 foarte mici
(nu mai mult de 0,087266 rad = 5°), dezvoltarile in serie Maclaurin

63 9>
s1n0—9—§+f—...
si
2 o4
cosG—l———kg—...

ne permit sa adoptam aproximarile
sinf ~ 0, cosf ~ 1.

Cu ajutorul acestora, ecuatia diferentiald se rescrie sub forma liniarizata
0+ (g + ) 0 =0.
L m

Solutia sa generala este

2k
0(t) = Acos t\/g—i—f—i-goo , t>0,
¢t m

in care A > 0 gi g sunt constante. Valorile constantelor se determina im-
punand satisfacerea conditiilor mentionate. Rezulta sistemul de ecuatii

2k
A cos g = 0y, %+—Asinap0:0.
m

Prin rezolvarea acestuia se obtine
A= 90, Yo = 0.
Dupa inlocuirea expresiilor, ale constantelor A si ¢q, formula devine

0(t) = 0 cos % % , t>0.
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Se observa ca solutia descrie o evolutie periodica a unghiului § = 6(t). Valorile
extreme pe care le ia functia definita mai sus sunt 4 6y. Intervalul de timp 7
care separa doud treceri succesive printr-un maxim (sau minim) al unghiului
f se numeste perioada si este calculabil cu formula

£ m

Valoarea perioadei 7 este independenta de timp. Oscilatiile celor doua pen-
dule sunt asadar izocrone. Aceastd concluzie este Insd valabila numai in
ipoteza oscilatiilor de amplitudine unghiulara foarte mica, pentru care ecuatia
diferentiala de pornire a fost liniarizabila.

Viteza circumferentiala curenta a pendulelor este definita de relatia

. 2 2
vg(t):w:—wo,/%ju—ksm t %+—k . t>0.
m m

Este usor de observat ca vy = vg(t) are o evolutie periodica descrisa de aceeasi
marime 7. Pentru a determina pozitiile unghiulare in care viteza atinge valori
extreme, vom impune conditia de anulare a derivatei vy:

) 9 2 2
bg(t):M:—f@o(z—i-T:)COS t %Jrﬁk zze(g+k):0.

Rezulta imediat setul de solutii

2n+ 1)1
p= DT
4
Constatam astfel ca viteza are maxime si minime atunci cand unghiul  se an-
uleaza (deci atunci cand tija este paralela cu verticala ce trece prin articulatia
fixa).

4 Baloane de sapun

Consideram graficul unei functii y = y(x) de clasd C?, fixat prin capetele
y(z1) = y1 si y(x2) = y2. Rotindu-l in jurul axei Ox obtinem o suprafata de
rotatie X.

Problema BS Gasiti curba y = y(x) astfel incat suprafata de rotatie ¥
sa aiba arie minimd.
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Solutie Elementul de arie al suprafetei ¥ este do = 2myds = 2wyy/1 + y'2 de.

Obtinem functionala arie
T2
S = / 2my\/1 + /2 dx
1

al cirui minim dorim si-1 aflim. Deoarece Lagrangianul L = 27y/1 + /2

: : oL d oL _ - :
nu depinde de z, ecuatia Euler-Lagrange oy ~ dzoy = 0 se inlocuieste cu
integrala prima y’g—zj/:, — L = ¢ sau explicit cu

12

\/%y\/ler’z:c.
c1

Aceasta ecuatie diferentiala se scrie in forma simplificata, Z—I = , unde
3 3 Y /yQ—C%

r—cCa

o ), unde ¢y este o constanta. Constan-

c1 = —c¢, cu solutia y(x) = ¢1 cosh (
tele ¢y si ¢ se fixeaza prin conditiile y(z1) = y1 si y(x2) = yo.

x,y.) y=y(x),6=0
ds(xz ! yz )

6 S \
/ "m,."\.\ X
S

y=y(),6=m
Figura 7: Un catenoid

Astfel obtinem un ”catenoid” (vezi Figura 7). Solutia gasita asigura mini-

g;,Lg > 0 (testul Legendre).

mul functionalei deoarece

5 Grinda incastrata

Un sistem supus la solicitari externe atinge echilibrul termic, adica energia
libera a lui Gibbs este minimizata. Acest principiu termodinamic permite sa
gasim forma la echilibru a unui corp elastic supus la solicitari externe.
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Ca exemplu, consideram o grinda elastica supusa la solicitarea laterala
w(x), ca in Figura 8. Ignorind contributia entropica, energia libera a lui Gibbs
este entalpia H, adica ”energia elasticd stocata - lucrul mecanic efectuat de
solicitarea externa’”.

w(X) N

y()

Figura 8: Grinda elastica

Presupunéand ca grinda are tensiunea liniara 7', entalpia poate fi scrisd ca
o functionala de functia y(z), de clasa C?, care da forma grinzii (acceptand ci
y'(r) << 1), adica

Ho) = [ (3120 - ) i

Deoarece forma de echilibru minimizeaza functionala H, functia y(z) este
solutia ecuatiei Euler-Lagrange

Ty (z) +w(z) = 0.

6 Ecuatia unei microstructuri evolutive

Evolutia unor sisteme fizice este bazatd pe minimizarea energiei libere a lui
Gibbs. In aceasta situatie se incadreaza si modelul campului de faze al unei
microstructuri de material, al carui reprezentant clasic este cresterea unui
cristal prin solidificarea unui amestec topit. Sistemul poate fi descris printr-
un camp de faze ¢(x) de clasa C?, cu ¢(z) ~ 1 daca materialul in punctul =
este solid si cu ¢(z) = —1 daca el este lichid. Energia libera a sistemului este
functionala

1

L
F(6() = ;5 / (U(@(x) = )(6(x) +1)? + e(¢ (x) — ag(x))?) da.
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Fie Lagrangianul

1

L= 1 (U(6(x) ~ 12(6(x) + 1) + (d/(2) — a6(2))?).

Primul termen contorizeaza alternanta ¢(x) = +£1, iar al doilea termen intro-
duce o penalizare a energiei libere pentru interfata lichid-solid. Extremalele
sunt solutii ale ecuatiei Euler-Lagrange

¢’ (z) — eaq (z) — 2U(¢*(z) +1) = 0.

7 Evolutia unui sistem format din
mai multe particule

Consideram un sistem de N particule, fixate prin vectorii de pozitie 7; =
7i(t), i = 1, N si prin masele m;, i = 1, N. Daca F, este forta totala actionand
pe particula ¢, atunci legea lui Newton se scrie m;7; = F;. Notdm cu 67
variatia pozitiei particulei ¢ i utilizand produsul scalar cu 7, putem scrie

N . N o
i=1

=1

Ultimul termen reprezinta lucrul mecanic 6W = Ei]\il(ﬁ,5ﬁ) al fortelor F}

datorat deplasarilor 67;. Reaminitim ca unitatea de masura pentru forta F

este Newtonul [N], unitatea de masura pentru variatie 07 este metrul [m], iar

unitatea de masura pentru lucrul mecanic W este joule-ul = 1 newton - metru.
Pe de alta parte folosim identitatea

N N Q. L
;(mm,én) = ;mz (dt (m,ém) -4 (2miri,ri)> ,

Daca introducem energia cinetica

N o

N =
3
—
S
B
~
Il
|
3

r=y

i=1 =1

putem scrie
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Adaugam conditiile 67;(¢1) = 0 si 07;(t2) = 0 si integram,

/t1 (6T + oW)dt = Z:mZ (rz,én)

Presupunem ca exista o functie energie potentiala V' = V(7;) astfel incat
0W = —§V. De exemplu, energia potentiala este o functie de forma
V=> V(-
1<j

Introducand functia lui Lagrange L =T —V = ZZ 1 %ml (ﬁ,ﬁ) — V, prin
relatia

t2
/ (6T — 6V) dt —
t1

recunoastem conditia necesara ca integrala actiune I = fttf Ldt sa fie ex-
trema (principiul Hamilton), uzual minima. Rezulta sistemul de ecuatii Euler-
Lagrange (conditie necesara de extrem)

oL _ doL
or;  dt or;

=0,i=1,N.

%L
or, 8”
precedentéa este si suficienta pentru ex1sten‘ga minimului.

Deoarece matricea de componente = m;0;; este pozitiv definita, conditia

7.1 Conservarea momentului liniar

Lagrangianul

N 1 ..

=3 gm (7o) = V(I -

=1 i<j
este invariant In raport cu translatia tuturor vectorilor radiali #; prin vectorul
constant €. Considerand transformarea 7; — 7 + €, cu ||€]| — 0, formal gasim

IA) ;
0L = Zf)r] 6:6-;8%.

Pe de alta parte Lagrangianul L este independent de vectorul arbitrar €. De
aceea putem scrie
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relatie posibila doar daca
Z:: arﬂ

Din ecuatiile Euler-lagrange gasim

N od oL
Y —— =0,
dt or;

=1
adica E;-V:l 37_{’ = const, ceea ce Inseamna ca momentul liniar
J
N N
oL -

SO S =P

=t

j=1 J j=1

se conserva in raport cu translatiile.

7.2 Conservarea momentului unghiular

Lagrangianul

N 1 ..

L=3 5m (7 7) = SV = 7))

i—1 i<j
este invariant in raport cu rotatia sistemului in jurul unei axe. Intr-adevar,
acest Lagrangian depinde doar de lungimile vitezelor si de distanta relativa
dintre particule. Sa fixam o axa si sa consideram rotatia in jurul siu de
unghi d¢. Deoarece fiecare 7} si fiecare ¥; = 7; sunt schimbate la rotatie in
T =T+ 5’/“j, respectiv U; — Uj + 5Uj, gasim

0=6L= Z( . 57 gf-avj>.

Pentru a continua avem nevoie de 67 si de 60;. Acestea apar din observatia ca

orice vector @, supus la rotatia in jurul unei axe de versor €, cu unghiul d¢p, se

transforma dupa regula @ — @+ 0d, unde da = dp(€x @). Intr-adevar, vectorul

da trebuie sa fie perpendicular si pe € si pe @, cu marimea ||6@|| = dpsin 6,

unde 6 este unghiul dintre @ si €. Ramane ca da = 520 X @, unde (520 = dpé.
Revenind la calculul de mai sus, transcriem

5 oL o~
0=0L= Z(am HaT;] (5cp><vj)>
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sau
0—5g0 Z( gf 17-).

Deoarece axa este arbitrara, vectorul € este arbitrar si deci

0 N<4X8L+4X8L>
= T5 - U5 - | -
1 J 87“]' J (%j

Acum revenim la ecuatiile Euler-lagrange si putem scrie

N
. doL _ 0L
0_;<rjxcﬁa@+vjxalj}>'

Sau

q
jz:: Bv

J

Rezulta conservarea momentului unghiular,
al al oL
er X mjv; = er X 95 = const.
j=1 j=1 J

7.3 Conservarea energiei

Lagrangianului

Y \
/’\

— i:v: ) Vv

ii corespunde Hamiltonianul (energia totala)

N
. oL
H=T+V=3% 7 —=-L
= or;

Pe de alta parte, Lagrangianul nu depinte de timp si deci

dH _ 9L _,
a ot
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7.4 Miscarea intr-un camp central de forte

Consideram cazul unui punct material M de masa m = const. aflat in miscare
sub actiunea unui camp de forte avand rezultanta F orientati permanent spre
un centru fix O. Vom admite ci modulul lui F depinde numai de distanta
r = d(0O,M). Se poate demonstra caracterul conservativ al campurilor de
forte care au aceasta proprietate. Dupa cum s-a mentionat anterior, in astfel
de situatii, rezultanta F este derivabild dintr-un potential E, =E,(r). Ex-
emple de campuri centrale sunt campul gravitational si campul coulombian.
In ambele cazuri, energia potentiald se exprima sub forma FEj, = 7. Marimea
k din relatia de mai sus este o constanta nenula. Pentru x < 0, forta centrala
are un caracter atractiv, iar pentru sk > 0, caracterul fortei devine repulsiv.
De asemenea, este demonstrabil faptul ca miscarea punctului material M con-
serva momentul cinetic raportat la centrul O. Drept consecinta, vectorul de
pozitie 7 = 7(t) = OM va fi perpendicular pe o axa fixa (directia constanta a
momentului cinetic). Se poate concluziona astfel ca traiectoria lui M este o
curba plana. In atare conditii, pentru descrierea miscarii intr-un camp central
de forte este convenabild utilizarea unui sistem de coordonate polare (r,6).
Raportata la acest reper, viteza lui M are doua componente:

e pe directie radiala: v, = r;
e pe directie circumferentiala: vg = r0.
Energia cinetica a punctului material este

B2 () ()

Deducem Lagrangianul

L:L(nnﬁzﬂgﬁﬂ+ﬂﬁ)—§-

In mod corespunzator, principiul minimei actiuni conduce la
to . to .
o [ L(rw0)dt=0 [m (7 +r26%) - ”]dt =0.
t1 t1 2 T
Ecuatiile Euler-Lagrange sunt

oL _doL _ oL _ddL _
or dtor 00 dtoh

sau, sub forma explicita

m (r — r92> = %, m% (7’29) = 0.
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Rezulta integrala prima
mr?0 = J = const.,

unde J este modulul momentului cinetic al punctului material. Rezulta

Inlocuind in prima dintre ecuatii, obtinem

. J? K
L Y S L
m-er mr

o ecuatie diferentiala in necunoscuta r = r(t). Din pacate, ea nu poate fi
rezolvata analitic. Vom Incerca sa determindm totusi o solutie, insa de forma
r =r(0). In acest scop, procedam la eliminarea variabilei ¢ folosind

_dry_dr J
Cde T dOmr?

f_d%<‘]>22=]<dr>2*]_ﬂ dQT?(d?")Z
—do2 \mr2 mr3\do) mr2  m2rt|do2  r\db

d2r_2<d7“>2_ _ wmr?
a2 r\ae) " T 2

Pentru rezolvarea ecuatiei vom recurge la substitutia

,',‘1

Gasim

1
0= e

Prin derivare directa se obtin egalitatile

dr 1 dw d?r 2 (dw>2 1 d%w

Ao~ w?de’ 2~ wP\df)  w? de?

Folosindu-ne de ecuatiile precedente, putem rescrie sub forma
d*w wa Km 0
— 4w+ — =0.
dn? J?
Aceasta ecuatie diferentiala este ugor rezolvabila pentru ca are toti coeficientii

constanti. Solutia sa are expresia

w(f) = Acos (0 + ) — Z—ZL
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Intrucat punctul de start al traiectoriei in planul coordonatelor (r, ) este lipsit

de interes, se poate impune conditia ® = 0. Astfel
w(f) = Acos — /T]—ZL

Revenind acum la necunoscuta originald, obtinem
1 Km
—=Acosf — —-.
T J
Pentru determinarea constantei A este convenabilad utilizarea energiei to-
tale a punctului material. Expresia acestei marimi este

2 d 2
Etot:Ec+Ep:J[< r> +T2

K
omrt |\ do + r

In continuare, folosim solutia pentru explicitarea derivatei

dr 9 . .
70 =7r“Asinf.

Inlocuind, rezulta o ecuatie in care intervine ca necunoscuta doar parametrul
A. Solutia acestel ecuatii este

KM 2Et0tj2
A= [y SRt
J? * mr2

Procedand la inlocuirea lui A, se obtine ecuatia finala a traiectoriei:

1 R / 2Etot<]2
; = —? ]. — ]. + W COSH

Relatia de mai sus descrie o conica in coordonate polare (r,6). De fapt, ecuatia
unei asemenea curbe are forma generala

1 1
" 5( ecosf),

in care e > 0 este asa-numita excentricitate, iar s este un coeficient de scalare.
Se observa cu usurinta ca

2E;01J2 J?
e=1/1+ LQ, §=——"
mk km
Cele patru tipuri de conice pe care le poate descrie ecuatia precedenta sunt:
cercul (e = 0), elipsa (0 < e < 1), parabola (e = 1), respectiv hiperbola (e > 1).
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8 Coarda vibranta

O corda este plasata sub tensiune intre doua puncte fixe. Deplasarea zero se
socotegte ca pozitia de echilibru a corzii. Corzii i se impune o deplasare initiala
de la pozitia de echilibru, apoi este lasata libera. Dorim functia care descrie
migcarea corzii.

Situam coarda de lungime L pe axa Oz, cu capetele fixate x = 0 si x = L.
Notam cu v = u(z,t) deplasarea corzii de la punctul curent z [m], pentru
x € [0, L], la timpul ¢ [sec] si presupunem ca functia u = u(z,t) este de clasa
C?. Atunci derivata partiala u, este panta, iar u; este viteza intr-un punct
curent (z,t) al corzii.

Neglijam fortele de amortizare gi presupunem ca panta satisface |u,| << 1.
Pentru a aplica principiul lui Hamilton trebuie sa calculam energia cinetica
si energia potentiala a corzii. Pentru aceasta, notand cu p(x)[kg/m| densi-
tatea liniard de masa a corzii, scriem masa p(x)dz a unui element de coarda
de lungime dz. Atunci densitatea de energie cinetica este $p(z)uf(z,t). In-
tegrand obtinem energia cinetica

kgl [ m

1) =5 [ poyitende, [*] []2 [m] = [joule].

m sec

Energia potentiala V' a corzii este suma V = Vi + Vs, unde V;j este lucrul
mecanic efectuat pentru a scoate coarda din pozitia de echilibru, iar V5 este
lucrul mecanic de intindere care apare datorita capetelor fixe.

Presupunem ca fiecare element al corzii este supus la o forta de intindere
constantd 7 [N]. Lucrul mecanic de deformare a unui element de coarda dz,
din pozitia de echilibru, intr-un element ds = /1 + u2 dz, la timpul ¢, are
expresia (forta x distanta)

d‘/lzT(dS—diL'):T<\/1+u%—l> dx.

Deoarece |uy| << 1, are loc aproximarea

/ 1

1
Vi = 3 T u2 da.

si astfel putem accepta

Prin integrare, rezulta
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La fiecare capat coarda poate fi privitd ca un arc liniar, cu constanta
arcului k& (k1 in x = 0 si k2 in z = L). Atunci forta arcului este proportionala
cu deplasarea. Daca deplasarea intr-un capat este notata cu &, atunci forta
arcului este k¢, iar lucrul mecanic elementar este k£d€. Rezulta

u(0,¢) u(L,t) 1, 1,
Va(t) = / k1&d€ +/ koldé = iklu (0,t) + ikgu (L,t).
0 0

Energia totala

L(t) = T()-Vi(t)-Va(t) = ;/OL (plzyuf - ru?) dx—%kﬂﬂ(o,t)—%k:zu?(L,t),

la momentul ¢, determina energia totala

to
1= L(t) dt,
t1
pe tot intervalul [tq,ts]. Aceasta energie totald trebuie sa atinga o valoare
stationara (criticd), independent de timpii to > t;.
Problema CV Gasiti punctul critic u = u(x,t), de clasi C?, al energiei
totale I.
Solutie Energia totalad se transcrie ca functionala (actiunea)

M) =3 [ [ (o o,t) — rid(e.t)) doat

—lk;l /t2 u?(0,t)dt — }kg /t2 u?(L,t)dt.
2 t1 2 t1

Aceasta functionala (suma dintre o integrala dubla si doua integrale temporale

la capete) trebuie sa atinga un punct stationar, independent de timpii to > t;.

Folosim o variatie de forma U(z,t) = u(x,t) + eh(x,t), unde h(z,t;) =

0, h(z,t2) = 0,z € [0,L]. Presupunem ca p si 7 sunt constante si intro-

ducem o? = 7~ Folosind Lagrangianul £ = % (pui(x,t) — TuZ(z,t)) , conditia
necesara de extrem este ecuatia cu derivate partiale Euler-Lagrange
8£1 8[,1 851
- D - D =0,
ou Y Ouy t ouy
adica

ug(,1) = Qugy(x,t), 2 € [0,L], t > 0,

cunoscuta sub denumirea de ecuafia undelor.
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B X
Dirichlet
u A
B X
Neumann
u a
B> X
Robin

Figura 9: Conditii Dirichlet, Neumann, Robin
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Problema CV se reduce la una dintre urmatoarele trei probleme matem-
atice.

(1) Problema cu valori la frontiera de tip Dirichlet Daca h(0,t) =
0, h(L,t) = 0, atunci la ecuatia undelor se adauga conditia initiala u(z,0) =
f(z) si conditiile la frontiera u(0,t) = dat, u(L,t) = dat.

(2) Problema cu valori la frontiera de tip Robin Daca h(0,t), h(L,t)
sunt arbitrare, atunci la ecuatia undelor se adauga conditiile la frontiera natu-
rale

Tuz(0,t) — k1u(0,t) = 0, Tuy,(L,t) + kou(L,t) = 0.

Vectorul normal la segmentul de ecuatie x = 0 este 7 = —T, iar vectorul normal
la segmentul de ecuatie x = [ este 77 =T1. De aceea derivata partiala u,(0,t) se
poate inlocui cu —%(O, t) si uz(L,t) se poate inlocui cu %(La t) (vezi Figura
9).

(3) Problema cu valori la frontiera de tip Neumann In cazul special
k1 = 0,ke = 0, conditiile la frontiera se reduc doar la pante zero la capete,
uz(0,t) = 0,uy(L,t) = 0.

9 Membrana vibranta

Ecuatiile de migcare ale unei membrane vibrante se obtin similar cu cele ale
coardei vibrante. Membrana subtire se extinde pe o regiune ) care este
marginitd de o curba inchisa fixata C' = 9. Notam cu v = u(x,y,t) de-
plasarea membranei elastice subtiri de la pozitia de echilibru v = 0. Pre-
supunem ca functia u = u(z,y,t) este de clasi C2. Notam cu p(x,y)[kg/m]
densitatea de masa pe unitatea de arie. Atunci densitatea de energie cinetica
pe unitatea de arie este pu?(z,y,t) [%][%}2 = []X;Q”] Integrand obtinem
energia cinetica

T(t) = ;/qu?(x,y,t) dx dy [N m] = [joule].

Energia potentiala V' a membranei se compune din doua parti V = Vj + Vs,
unde V7 este lucrul mecanic efectuat pentru a scoate membrana din pozitia de
echilibru, iar V5 este lucrul mecanic de intindere care apare datorita marginei
fixe.

Presupunem ca fiecare element de arie al membranei este supus la tensiunea
constantd 7 [IN]. Lucrul mecanic de deformare a unui element de membrana
dA = dxdy, din pozitia de echilibru, intr-un element

do = \/1+u2 +u dzdy,



62 Modele optimale bazate pe energii

la timpul ¢, are expresia (forta x distanta)

Vi = 7(do —dA) =7 (/1 + w3 +uZ —1) dudy.

Presupunand |u,| << 1, |u,| << 1, are loc aproximarea

1
,/1+ug+u§§1+§(u§+u§)

si astfel putem accepta
1 2 2
avi = 57 (ux + uy> dz dy.
Prin integrare, rezulta
_ 1 2 2 _1s
Vi(t) = 5 Jo 7\t +uy, ) dxdy, [N][m] = [joule].

Presupunem cé fiecarui punct al frontierei 02 i se asociaza o constanta de
arc k(s) care variaza in raport cu abscisa curbilinie s a frontierei. Acceptand
un arc liniar, forta arcului este proportionala cu deplasarea. Lucrul mecanic

total este
Vo) = = [ k(s)u(s, t)ds,
2 Joo
unde u(s,t) reprezinta deplasarea unui punct de pe frontiera de la pozitia de
echilibru.

Energia totala

E(t):T() Vi(t) — Va(t)

2/ put—T(u +u dwdy— / ds,

la momentul ¢, determina energia totala

to
I— / L(t) dt,
t1
pe tot intervalul [t1,t2].
Problema MV Gasiti punctul critic u = u(x,y,t), de clasid C?, al energiei
totale I.
Solutie Energia totala se transcrie ca functionala (actiunea)

T(u(), us(-), ua(-) = % : /Q (puf = 7 (u2 +u2)) dody
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1 [tz

—= k(s)u?(s, t)dsdt.
2 t1 o002

Aceasta functionala (suma dintre o integrala tripla si o integrala dubla) trebuie
sa atinga un punct stationar, independent de timpii to > ¢;.

Pornim cu o variatie de forma U(x,y,t) = u(z,y,t) + eh(z,y,t), unde
h(z,y,t1) =0, h(z,y,t2) =0, (x,y) € Q. Presupunem ca p si 7 sunt constante
si introducem a? = %. Folosind Lagrangianul

Ly = (puf -7 (ui +u§)) ,

N |

conditia necesara de extrem este ecuatia cu derivate partiale Euler-Lagrange

0L 0L 0L oLy
ou De ouy Dy Dy - D ou; 0,

adica
utt(x>y7t) = Oéz(um(ﬂ%y,t) + uyy(337y>t))> (x,y) € Qa t> 07

cunoscuta sub denumirea de ecuatia bidimensionala a undelor.

Problema MV se reduce la una dintre urmatoarele trei probleme matem-
atice.

(1) Problema cu valori la frontiera de tip Dirichlet Daca h(z,y,t)|aq =
0, atunci la ecuatia undelor se adauga conditia initiala u(x,y,0) = f(z,y) si
conditia la frontiera u(z,y,t)|sn = dat.

(2) Problema cu valori la frontiera elastice Daca h(x,y,t)|sq este
arbitrara, atunci la ecuatia membranei se adauga conditia la frontiera

ou
— = Q.
"o + k(s)u(s,t) =0,s €0

Vectorul normal 7 la frontiera 0 : 7(s) = z(s)U'+ y(s)) are expresia i =
%I’— %f (vezi Figura 10).

(3) Problema cu valori libere si fixe la frontierda In cazul special

k(s) = 0, conditia la frontiera se reduce la g—z = 0 pentru (z(s),y(s)) € 0Q.
Daca functia k(s) creste nemarginit, atunci se impune u(s,t) = 0 pentru

(z(s),y(s)) € 0.
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\

dr
ds

35>

1

Figura 10: Membrana vibranta

10 Ecuatia Schrodinger din mecanica cuantica

In mecanica cuanticd, un electron este descris de o functie de unda (x) de
clasi C2. Pentru un singur electron care se misca intr-un potential V(z),
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operatorul Hamiltonian este

- h? 0
H = —%@ + V($),
adica 12 g2
() = 90 w) + V()().

Energia unui electron este functionala
BW() = [ (@) () de, d(~o0) = v(0) =0,

unde 1*(z) este complex conjugatul lui ¥(z). Adaugam restrictia (conditia
de normalizare)

| v @u@ds =1

Pentru simplificare, presupunem ca functia de unda ¢ (z) este reald, adica
Y*(x) = ¢(z). Folosim Lagrangianul

L = ¢*(z)Hip(z) — Mp* (z)3h(2).

Mai observam ca A = E(¢(z)) = E. Cu acestea, ecuatia Euler-Lagrange este
ecuatia Schrédinger

2m 9z

2 2
[ 0 +v<x>] b(z) = By(a).
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Motto: ”Nu ajunge, vream sd zic,
Sa fii mare cu cel mic,

Ca puterea se adund

Din toti micii tmpreund.”

Arghezi - Talharul pedepsit

CAPITOLUL 4

LEVITATIE, SENZORI, DINAMICA GEOMETRICA,
MISCAREA PARTICULELOR, VANT

In acest Capitol prezentam alte aplicatii selectate din stiinta si inginerie (levitatia mag-
netica, problema senzorilor, miscarea particulelor in campuri, dinamica geometricd, teo-
ria vanturilor), formulate cu ajutorul legilor fizicii. Pentru problemele uni-dimensionale,
conditiile la frontiera sunt condifii la capete si vor fi specificate. Pentru problemele multidi-
mensionale, sunt necesare conditii la frontiera. Textele traditionale se opresc doar la conditii
necesare, intrucat problemele tratate au sigur solutii si odata gasite, ele sunt si nu altele. Noi

precizam i conditiile suficiente.

1 Levitatia magnetica

In acest paragraf discutam doua metode de a genera traiectorii pentru levitatia
magneticad (multd vreme, subiect de Science Fiction). Prima se refera la un
model neliniar, iar a doua se refera la liniarizarea acestuia.

1.1 Subsistemul electric

Se foloseste o configuratie de curenti electrici care produce campul magnetic
Inconjurator capabil s creeze levitatia unei bile. Electromagnetul are o rezistenta
R, g1 o inductanta ce depinde de pozitia bilei, modelata de obicei prin functia

Lo

L(zp) = L1 + 1@
«

unde Lo, L1, o sunt constante pozitive, iar x; indica pozitia pe verticala a
bilei. In loc de L(zp), noi vom folosi o valoare constantd L.. Sistemul este
echipat si cu un rezistor R legat in serie cu o bobina al carei voltaj poate fi
masurat. Legea lui Kirchoff este echivalenta cu ecuatia diferentiala

Vo(t) = ®(t) + (Re + Rs)I(t),

unde ®(t) = L.I.(t) este fluxul magnetic.
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1.2 Subsistemul electromecanic

Forta electromagneticd F. indusa de curentul I.(t), care actioneaza asupra
bilei, are expresia

K, I2(t
C( ) Jfb(t) > 07

PO =5 +ap ™02

unde K, este constanta fortei electromagnetice si a este o constanta determi-
nata experimental, care previne forta de a deveni infinit cand xp = 0.
Forta totala care actioneaza asupra bilei este

K I2(t
( ) D) +Mb97

—Fe(t) + Fy(t) = T2y (0) + a)?

unde F| este forta gravitatiei, Mj este masa bilei si g este constanta gravita-
tionala. Legea lui Newton devine

_ Knl2(t)
2My(zp(t) + a)?

ib(t) = +g.

Noi folosim datele experimentale: My = 0.068 Kg, a = 4.2mm, K,, = 1.94 x
10~*Nm?2 /A2

1.3 Modelul neliniar al starilor

1 2

Renotam pozitia bilei cu x* = xp, viteza bilei cu x* = 1y, intensitatea curen-
tului din bobina cu z® = I.. De asemenea, punem R = R, + R, si voltajul
la intrare v = V.. Rezulta starea r = (2!, 22, 23) si sistemul diferential de

ordinul 1ntai

3
‘2M£ﬁ(t)<t+) a)? +g,#3(t) = Ii(—Rxg(t) +u(t)).

.1 2 .2
- (t) = z7(t), #°(t) =
Evolutia din partea electrica este mult mai rapida decat evolutia din partea
electromecanica. Din punctul de vedere al proiectarii, putem neglija dinamica
rapida, lucru ce revine la a impune controlul u(t) = I.(t) si a studia starile

x = (x!,2?) prin intermediul sistemului controlat

Kpu(t)
oMy (2 (t) + a)?

(1) i'(t) = 2*(t), i*(t) = +9
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1.4 Modelul bidimensional liniarizat al starilor

Un punct de echilibru static zeq = (23,4, 0) este caracterizat de faptul ca bila
este suspendata in aer, la pozitia optimala x4, datoritd unei forte electro-
magnetice constante generate de i.4. Deci

2Mypg

/ieq = Ki (l‘b’eq + CL).
m

Notand ¢! = ! — Theqs E=x? v=u~— leq, aproximarea liniara a sistemului
diferential (1) este

ELt) = €2(1), (1) = 27951(75) V2K Mg

- —v(?).
Lh,eq +a Mb(xb,eq + a) ( )

Transcrierea matriceala este evidenta. Rezulta ca acest sistem diferential
este instabil si controlabil (Temal).

2 Problema senzorilor

Retelele de senzori sunt prezente in multe probleme practice si teoretice.
Aplicatiile includ: monitorizarea mediului (traficul vehiculelor, securitatea
vecinatatilor, focurile de padure etc), diagnostice industriale sau agricole (conditiile
din fabrici, sanatatea solurilor etc), evolutiile pe campurile de lupta (miscarea
trupelor combatante, migcarea trupelor inamicului etc).

Fiind data o multime S de n senzori localizati in punctele sy, ..., s,, (Figura
1), puterea de observare colectiva in raport cu un punct arbitrar p este o functie
de forma

I(S,p) = I(f1(81,p), ey fn(snap)),

numita si intensitatea campului de senzori. Teoreticienii au propus doua tipuri
de intensitati: (1) intensitatea cAmpului tuturor senzorilor

n

I,(S,p) = > fi(si,p);

=1
(2) intensitatea max a campului senzorilor
I'maz (S, p) = max;{ fi(si,p)|i =1,...,n}.

Ezrpunerea unui obiect care se migca intr-un camp de senzori in intervalul
[t1,t2], de-a lungul unei curbe p(t), este definita ca o functionala, prin

B60) = [ 165.00) || 0| ar
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(%, ;)

(x,.y)

Figura 1: Senzori

Problema E Stiind ca drumul p(t) si Lagrangianul L = I(S, p(t)) H%(t)“

sunt de clasd C?, aflati expunerea minimald.

2.1 Problema simplificata

Luam in considerare un singur senzor localizat in punctul s si notam cu d(s, p)
distanta de la locatia s a senzorului la o locatie arbitrara p. Fixam functia de
senzitivitate ca fiind f(s,p) = @ i cautam drumul p(¢) = (z(t),y(t)) de
expunere minimala intre punctul A = (x4, y,) $i punctul B = (xp, yp), adica cu
conditiile la frontierd z(t1) = x4, y(t1) = Yo §i x(t2) = zp, y(t2) = yp. Trebuie
sa minimizam functionala expunere

to

B@()oy() = [ Ia(t),y®) \J#(t) +52(t) dt.

t1

Pentru simplificare trecem la coordonate polare z(t) = p(t)cosf(t), y(t) =
p(t)sinO(t). Functionala se schimba in

to

B(p().00)) = | T(o(t). 6(t)) \/(00)2(t) + 32(t) dt.

t1
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Figura 2: Expunere simpla

Identificand pe ¢ cu 6 si notand unghiul A — senzor — B cu « si d(s, A) =
a, d(s, B) = b, gasim o forma si mai simplificata (vezi Figura 2):

a 2
B0 = [ 100)0y20) = (%) 0) a0, p0) = ) =

2
Deoarece I(p(6),0) = %, Lagrangianul L = %\/pQ + (%) nu depinde de 6 si

in consecinta ecuatia Fuler-Lagrange 9~ Aoy = 0 se reduce la integrala

1

2

1+ (45)
si are solutia p(f) = coe™1?. Punand conditiile la capete gisim curba p(f) =

In(b/a) . o . .
ae—a Y. In particular, pentru a = b gdsim arcul de cerc p(0) = a centrat in
s si trecand prin punctele A si B. Solutia este optimala Intrucat se satisface
criteriul Lagrange-Jacobi.

prima = c¢. Aceasta ecuatie diferentiala se mai scrie % = —c1p

2.2 Extinderea problemei simplificate

Teorema Presupunem cd intensitatea este I1(s,p) = m, kE >0k # 1.

Fiind date punctele A si B, cu d(s,A) = a,d(s,B) = b si « < "5 ca masurd
a unghiului A — senzor — B, drumul de expunere minimald are reprezentarea

%—cosk— « BT
p<e>:“(Cos(k—1>9+<sin<’f—1>9> ) sinuf—( 1>a1) ) |
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Solutie Tema!

3 Miscarea unei particule in
campul gravito-vortex nestationar

In spatiul cu trei dimensiuni, consideram o particuld de masa m, marcata
prin vectorul de pozitie 7(z,y, z), ce se migca cu viteza T = 7(z(t), y(t), z(t)).
Lagrangianul (energia cinetica - energia potentiala)

1
L= §mv2 —mU(T)

produce ecuatiile Euler-lagrange

oL doL _
oF  dt dv

Introducem: (1) viteza absolutd v' = ¥+ & X 7, in raport cu un sistem de
coordonate K, care consta din viteza ¢ in raport cu sistemul propriu K’, la
care se adaugd viteza de rotatie & X 7 a sistemului K'; (2) campul vectorial
vorter @ = 23; (3) rescrierea vitezei absolute ¢/ = ¥ + %ﬁ x 7. Campul
vectorial A = %Q X 1 este chiar vectorul potential al campului.

Momentul P al particulei de masa m, in raport cu un sistem de coordonate
arbitrar K, se numeste moment generalizat si are expresia

El contine momentul p’ = md, in relatie cu sistemul de coordonate K’. Pe
de alta parte stim ca momentul P este derivata partiala a Lagrangianului in
oL

raport cu viteza, adica P = §zZ. Rezultd ca in sistemul de coordonate K,

Lagrangianul L se inlocuieste cu
1 2 T - —
L, = 5™ +m < AU > —mU(7).

Primul termen este energia cinetica a unei particule libere; ultimii doi termeni
descriu interactiunea particulei cu campul.
Ecuatiile Euler-Lagrange produse de L; descriu migcarea in campul gravito-
vortex. Pentru a le scrie, observam ca daca acceptdm v = Vi, atunci
0Ly

L =VL=mV < A,T>-mVU
or
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:m<17,V>fT+m?7><rot/T—mVU

In plus,
doL_dp_dp dA
at ov _dt. dt |t
Deoarece %T = %’f—i— <9,V > ff, ecuatiile miscarii sunt
. 1 .
C(?sz(—%f—VU) + mv x Q.

In dreapta recunoagtem o forta giroscopica ce se compune din partea gravitati-
onals G = m (—% - VU ) si din partea giroscopici, propriu-zisa, mv/ x (care

nu produce lucru mecanic).

4 Dinamica geometrica generata de un curent si
de o metrica Riemanniana

Fie X = (X!,..., X™) un camp vectorial de clasi C* pe varietatea Rieman-
niana (R",d;;). Acest camp determina curentul

(1) &'(t) = X'(2(t)), i =

Prelungirea clasica a sistemului diferential (1) se obtine prin derivare de-a
lungul unei solutii. Explicit,

1, n.

#(1) = O (1)) (1)

Acest ultim sistem diferential are toate solutiile sistemului (1), dar mai are si
alte solutii.

Ne propunem sa modificam aceasta prelungire intr-o prelungire Euler-
Lagrange. Pentru aceasta descompunem membrul drept in forma (cu sumare
dupa indicele 7)

#(1) = (‘Zﬁ - %f) (a(0) (1) + o (a(0)) 9).

Apoi in ultimul termen inlocuim pe #%(t) = X'(x(t)). Gisim prelungirea

#(t) = ((?91(; - %);]) (z(t)) 27 (t) + gjz (z()),

(2)
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unde f(z) = 30;;X'(z)X’(z) este densitatea de energie cineticd asociatd
campului vectorial X. Prelungirea (2) se dovedeste a fi una Euler-Lagrange.
Intr-adevar, daca folosim Lagrangianul celor mai mici pdtrate

I %gij (& — Xi(2))(@ — XI(x)),

atunci ecuatiile Euler-Lagrange

oL d L
ort  dt 0t

sunt chiar ecuatiile (2). Sistemul de ordinul al doilea (2) descrie o miscare intr-
un camp giroscopic de forte, denumita de noi [4], [10]-[16] dinamicd geometrica.
Intr-adevar, in partea dreapta recunoagtem o forta giroscopica

oX' 0X7\
- ——— |z
oxJ oz’
(ce nu produce lucru mecanic) si o forta conservativa Vf (suma lor fiind un

camp giroscopic de forte).
Lagrangianul celor mai mici patrate L produce Hamiltonianul

L= 50 (& — Xi(@))(# + X (a).

5 Miscarea particulei incarcate in
campul electromagnetic

In aceasta sectiune ne referim la miscarea sub actiunea fortei Lorentz si la
miscarea numita dinamica geometrica uni-temporald, induse de campurile vec-
toriale electromagnetice.

Fie U un domeniu de mediu izotrop, omogen, liniar, in varietatea Rieman-
niand (M = R3,4;;). Fie 9, =operatorul de derivare in raport cu timpul. EDP
Maxwell (EDP cuplate de ordinul intai)

div D =p,rot H=J+ 0D,
div B=0, rot £ =—-0;B
Impreuna cu ecuatiile constitutive

B=puH, D=c¢E,
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pe R x U, reflecta relatiile Intre campurile electromagnetice:

E [V/m)] forta camp electric

H [A/m] forta cAmp magnetic

J [A/m? densitatea de curent electric

e [As/Vm] permitivitatea

po [Vs/Am] permeabilitatea

B [T] = [Vs/m?] inductia magnetica
(densitatea de flux magnetic)

D [C/m? =[As/m? deplasare electrica

(densitate de flux electric)

Deoarece div B = 0, campul vectorial B este fara surse, deci poate fi
exprimat ca 7ot al unui vector potential A, adica, B = rot A. Atunci campul
electric este £ = —grad V — 0; A.

Este binecunoscut ca migcarea unei particule incarcate intr-un camp elec-
tromagnetic este descrisa de sistemul EDO (Legea Lorentz universala)

d’x dx
mdt2—€<E+dth),

z= (222 2% e U C R,

unde m este masa si e este sarcina particulei. Desigur, aceste ecuatii Euler-
Lagrange sunt produse de Lagrangianul Lorentz

1 dxt da? dzt

— Sl T AT
Ly 2m5,] 7 dl + edjj th eV.

Hamiltonianul Lorentz asociat este

m . dxt dxd

Hy = =8
V7 9% ar

+ eV.

O miscare mecanica similara a fost descoperita de Popescu [7], acceptand

existenta unui camp gravitovortex reprezentat prin forta G + d—f x 2, unde G
este campul gravitational si {2 este un vortex determindnd partea giroscopica
a fortei. Lucrarile nostre recente [4], [10]-[16] confirma punctul de vedere al
lui Popescu prin intermediul dinamicii geometrice.
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5.1 Dinamica geometrica uni-temporala indusa de
potentialul vectorial A

Pentru conservarea formulelor traditionale, ne vom referi la liniile de camp
ale potentialul vectorial ”—A” utilizand relatii dimensional omogene. Aceste
curbe sunt solutiile sistemului de EDO

dx
— = —eA.
mdt e

Acest sistem Impreuna cu metrica Euclidiana produc Lagrangianul celor mai

mici patrate
1 dzt : dzxd .
Lo = —0;; — A’ —_— Al
2 25J<mdt +e )(mdt +e )

1 dx 2
=—|m— +¢eA

5 ’ m a +e
Ecuatiile Euler-Lagrange asociate Lagrangianului L sunt
d’at 0AT QA da?  €?Ofa
— =e - | —— + — ==
dt? oxt  Oxd ) dt  m Ozt

m —ediA,

unde 1
este densitatea de energie produsa de campul vectorial A. Equivalent, apare

o dinamica geometrica uni-temporald

d*z dz e?
m—s =e— X B+ —Vfq4—e0;A, B =rotA,
iz = Car By iAo
care este o miscare intr-un camp giroscopic de forte [4], [10]-[16] sau o dinamica
B-vortex. Hamiltonianianul asociat este

Hy 2(5,] <m p eA) (m 7 + eA )

2 i 7.7
m dx* dx?
= 50—~ — e’ fa.
2 dt dt
Observatie. In general, dinamica geometrica uni-temporala produsa de
vectorul potential " — A” este diferita de legea Lorentz universala clasica deoarece

1 .
L2 — le = 562(5,‘]‘AZA] + meV

si forta EVfA — 0; A nu este campul electric E = —VV — 9, A. Cu alte cuvinte
m

Lagrangienii L1 si Ly nu sunt in aceeasi clasa de echivalenta de Lagrangieni.
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5.2 Dinamica geometrica uni-temporala produsa de
inductia magnetica B

Deoarece dorim sa analizam dinamica geometrica utilizand si unitatile de ma-
surd, curgerea magnetica este descrisa prin

dx
— = )\B
"t ’

unde unitatea de masuri pentru constanta A este [kgm3/Vs?].
Lagrangianul celor mai mici patrate este

1 dx’ , dad ,
L3 = =6;; — — AB’ — — \BJ
3 253 <m 7 A ) (m i A )

2

Acesta da ecuatiile Euler-Lagrange (dinamica geometrica magnetica uni-temporald)

d?x dzx 2
mw = )\E X rOtB+ EVfB +)\8tB,
unde
fg= ld-BiBj — 1||B||2
B = 9% T2

este densitatea de energie magneticd. Aceasta este de fapt o dinamica impusa
de o forta giroscopica sau de un J-vortex.
Hamiltonianul asociat este

1 dzt , dad .
— 5 R =¥ @ J
Hj 25” <m 7 )\B> (m 7 + AB )

m? . dat da?
= Sy — A2 fp.
2 U dt dt Is
5.3 Dinamica geometrica uni-temporala produsa de

campul electric E

Curgerea electrica este descrisa prin

dx

Y \E
N ’
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unde unitatea de masura a constantei \ este [kgm?/Vs]. Apare Lagrangianul
celor mai mici patrate

1 dxt , dax? .
Ly= —0;; [ m—— — \E! A g
4 2(5] (m 7 AE) (m 7 NE )

cu ecuatiile Euler-Lagrange (dinamica geometrica electrica uni-temporala)

d*x dx 2?2
mﬁ = )\E x rot B + EVfE + AatE,

unde . )
fE= §5z‘jEzE] = §HE||2

este densitatea de energie electrica; aici avem de fapt o dinamica in d; B-vortex.
Hamiltonianul asociat este

1 dx’ ~ dxd -
4 253 <m e A > (m ; + A )

m? _ dat da? 9
= 7(%%% - A fE

Problema deschisa. Dupa cum este binecunoscut, particulele incarcate
aflate In cAmpul magnetic al paméantului spiraleaza de la pol la pol. Miscari
similare sunt observate in laboratoarele de plasma si se refera la electronii
dintr-un metal supus la un cAmp magnetic exterior. Pana la lucrarile noas-
tre, aceste miscari erau justificate doar prin legea Lorentz universala clasica.
Putem justifica aceste misgcari prin dinamica geometrica produsa de campuri
vectoriale potrivite, in sensul acestui paragraf sau al lucrarilor [4], [10]-[16]?

5.4 Potentiale asociate formelor electromagnetice

Fie U C R? = M un domeniu de mediu izotrop, omogen si liniar. Ce obiecte
matematice descriu campurile electromagnetice; caimpuri vectoriale sau forme?
S-a aratat [1] ca inductia magnetica B, deplasarea electrica D si densitatea de
curent electric J sunt toate 2-forme; campul magnetic H si campul electric F
sunt 1-forme; densitatea de sarcina electrica p este o 3-forma. Operatorul d
este derivata exterioara si operatorul 0; este derivata in raport cu timpul.
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In termeni de forme diferentiale, ecuatiile Maxwell pe U x R pot fi scrise

astfel
dD = p, dH = J + 0;D

dB=0, dE=—0,B.

Relatiile constitutive sunt
D=exFE, B=puxH,

unde operatorul star * este operatorul Hodge, ¢ este permitivitatea si p este
permeabilitatea scalara.

Componentele locale E;, i = 1,2, 3, ale 1-formei F sunt numite potentiale
electrice, si componentele locale H;, 1 = 1,2,3, ale 1-formei H sunt numite
potentiale magnetice.

5.5 Potential asociat cu 1-forma electrica E

Sa consideram functia V' : R x U — R, (t,z) — V(t,z) si ecuatia Pfaff
V

dV = —F sau equivalent sistemul de EDP o —F;, i = 1,2,3. Desigur,
x

conditiile de complet integrabilitate cer dE = 0 (camp electrostatic), care nu
se satisface intotdeauna. In orice situatie, putem introduce Lagrangianul celor
mai mici patrate

1 (OV ov 1
Ly==6"(—=+FE ) (= +E;) ==|ldV + E|.
0= 557 (i + B1) (55 + B5) = 5lldV + B
Acesta produce EDP Euler-Lagrange (ecuatie Poisson)

AV = —div E,

gi prin urmare V trebuie sa fie un potential electric. Pentru un material
izotropic liniar, avem D = e¢FE, cu p = div D = ediv E. Gasim ecuatia
potentialului pentru un material omogen (¢ = constant)

AV =L

€

Pentru spatiul fara sarcini, avem p = 0, si atunci potentialul V satisface
ecuatia Laplace
AV =0

(functie armonicd). Lagrangianul Lg produce Hamiltonianul

1
Hy = 3(dV — E,dV + E),
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si campul tensorial moment-energie

9V aL

= axja(av> = Lod;
ozt

ov [OV Z.

= 90 (axz +Ei> — Lgéj.

5.6 Potential asociat 1-formei magnetice H

Acum, sa consideram ecuatia Pfaff dp = H sau sistemul de EDP 7901 =H; i=

x
1,2,3, p : RxU — R, (t,x) = ¢(t,z). Conditiile de complet integrabilitate
dH = 0 sunt satisfacute doar in cazuri particulare. Construind Lagrangianul
celor mai mici patrate

1. (0p Oy
1] . .
L10 = *2(5 < ;T Hz) ( 77 Hj>

1
= ~||dp — H||?
S llds — HIP,
obtinem EDP Euler-Lagrange (ecuatia Laplace) si prin urmare ¢ trebuie sa fie
potentialul magnetic. Lagrangianul L,y produce Hamiltonianul Hig = §(dap —

H,dp+ H).

5.7 Potential asociat la 1-forma potential A

Deoarece dB = 0, exista o 1-forméa potential A satisfacand B = dA. Acum sa

oY

consideram ecuatia Pfaff di) = A sau sistemul echivalent de EDP — = A;,

x
i=1,2,3,¢: RxU — R, (t,z) — ¥(t,x). Conditia de complet integrabilitate
dA = 0 este satisfacuta doar pentru B = 0. Construiand Lagrangianul celor

mai mici patrate
1_../0¢ oY
L1 = =Y - — A | =— —A;
1 25 (81‘Z ) (8$J ]>

1
obtinem ecuatia Euler-Lagrange (ecuatie Laplace) Ay = 0. Lagrangianul L1y

1
da Hamiltonianul Hy; = §(dw—A, dip+ A) si campul tensorial moment-energie

Ozi \ 9zt

j= I — Al) — LH(S;.
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Problema deschisa. Gasiti interpretarea extremalelor Lagrangianului
celor mai mici patrate

1
Lip = 5 [|dA - B][*

_1z'kjl<5AiaAj ,.)(mkml >
- 2(S 0 oxi  Oxt Bij or! 0! Bia

1 1
Lig = 5 |ldE + 0,B||* + S||dH — J - 9,D||"

1 1
+511dD = pl? + S |1dBI,

care nu sunt solutii ale ecuatiilor lui Maxwell.

Observatie. Exista multe aplicatii ale teoriilor de tipul precedent. Una
dintre cele mai importante este in rezistenta materialelor. In probleme asociate
cu torsionarea unui cilindru sau a unei prisme, avem de cercetat functionala

J(z(") = /D ((g; - )2 + (g; +x>2> dxdy

02z . 02z

ox?  Oy?

extremalele sunt functii armonice. Desigur, J nu are niciun punct de minim
0z 0z

%:y’ﬁiy

in sensul gasirii unui extrem. Ecuatia Euler-Lagrange = 0 arata ca

global deoarece sistemul de EDP = —x nu este complet integrabil.

6 Teoria vanturilor si dinamica geometrica

Un wdnt se refera la comportarea dinamica a aerului in conditii atmosferice
perturbante. Matematic, vantul este reprezentat de campul vectorial viteza
b(z,y,2,t), (x,9,2) € R, t € R, iar fortele perturbante care se aplica partic-
u{elor de aer sunt: (1) forta inertiala (reprezentata de acceleratia totala) %? =
% + (0V) 0; (2) forta derivata din gradientul presiunii orizontale —% grad p;
(3) forta de deviatie datoritd rotafiei pamantului T x Fy; (4) presiunea de
netezire produsa de miscarea relativa a straturilor de aer, in sus si in jos, B
Drept urmare apare EDP a miscarii (similara cu EDP Navier Stokes pentru
migcarea unui fluid)
&:—lgradp + OxF 4+ F .
Dt P ~—— ~—

<~
L T o )
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Vanturile se clasificd dupa importanta relativa a celor patru forte:

(1) Vantul geostrofic. Misgcarea este stationara (independenta de timpul ¢).
Raméan numai fortele (2) si (3). Acest vant se datoreaza gradientului presiunii
orizontale, traiectoriile misgcarii fiind izobare.

(2) Vantul gradient. Prima forta se aproximeaza cu %, unde R este raza de
curbura a izobarelor. Acceleratia partiala %f si a patra fortd se omit. Raméane
ca gradientul presiunii este o functie patratica de viteza.

(3) Vantul antitriptic. Fortele (2) si (4) sunt dominante. Forta (4) reprezinta
frecarea la nivelul pamantului i asfel este o forta opusa directiei misgcarii.
Vantul evolueaza spre presiune scazuta.

(4) Vantul ageostrofic. Se departajeaza de vantul geostrofic printr-o migcare
fara frecare. Termenul (4) este dominant i exprima convectia sau tararea la
nivelul solului.

Dinamica geometrica este similara cu teoria vanturilor, doar ca in loc de
campul vectorial viteza ¥(z,y, z,t) pe R® x R folosim campul vectorial viteza
¥(t) de-a lungul unei curbe (pe R). Atunci termenul (¢V) ¢ din acceleratia
totala nu exista.

In cele ce urmeaza, vom arata cd anumite curgeri elementare, precum
pendulara si Lorenz, genereaza vanturi.

6.1 Dinamica geometrica pendulara si vantul pendular

Utilizam varietatea Riemanniana (R2,6¢j). Oscilatiile mici ale unui pendul
plan sunt solutiile sistemului diferential

d 1 2
dre e A
dt dt
In acest caz z!(t) = 0, 22(t) = 0, t € R, este punctul de echilibru si z!(t) =

cicost +casint, x2(t) = cysint — ca cost, t € R, este solutia generald (familie
de cercuri concentrice).

Fie
X = (X1 X?), X'(2!,2?) = —2?, X2(2!,2?) = 2!,
1
f(zt,z?) = 5(@1)2 + (2?)?), rotX = (0,0,2), divX = 0.
Curentul pendular conserva aria. _
Prelungirea sa prin derivare este #' = %x] sau #! = —3?, 2 = il

Aceasta prelungire are solutia generala (familie de cercuri)

z1(t) = aj cost + agsint + h, x2(t) = ay sint — agcost + k, t € R.
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Dinamica geometrica pendulara este descrisa de sistemul diferential

. i J )
<8X 0X ) . of

oxt

v oxi  Oxi

sau explicit

1

=2 =242 P =22+24!,

cu solutia generald (familie de spirale)
l‘l(t) = by cost + bysint 4 bzt cost + byt sint,

;1:2(t) = bysint — by cost + bgtsint — byt cost, t € R.

S& explicim acum cum apare vantul pendular (geostrofic) produs de un
curent pendular si de metrica Euclidiana. Mai intai extindem campul vectorial
pendular de la R? la R3, adicd punem X = (X' X2 X3) cu X!(2%,2?%) =
—22, X2(2!,2?) = 2!, X3(2!,2?) = 0. Campul vectorial rot X = (0,0,2)
poate fi scris in forma grad p, unde ¢(z!, 22,23 = 223. Prin urmare vantul
pendular este descris de sistemul diferential

& =grad f 4+ grad ¢ X .

6.2 Dinamica geometrica Lorenz si vantul Lorenz

Utilizam varietatea Riemanniana (R3, d;j). Curentul Lorenz este primul model
disipativ cu comportare haotica descoperit prin experimente numerice. Ecuatiile
diferentiale de stare sunt

1

il = —ox! + ox?

2 1 2

, T =zl +ral — 2 ,9’03

= z'2? — ba?,
unde o, r, b sunt parametrii reali. In mod uzual parametrii o, b sunt tinuti ficsi
in timp ce r se considera variabil. Comportarea haotica se observa pentru

o(c+b+3)

> —
rero oc—b—1

Cuo = 10,b = %, egalitatea precedenta da rg = 24,7368. Daca o # 0 si

b(r — 1) > 0, atunci punctele de echilibru ale curentului Lorenz sunt

x=24/b(r—1),y==\/b(r—1), z=r—1.
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Fie X = (X!, X2, X3) cu
X' = —out + 022, X2 = —2'ad +rat —2?, X3 = zla? — ba?

si
2f = (—oxt + 02 + (—x'z® + rat — 22)? + (2l2? — ba?)?

rot X = (2z%, —2%,r — 2% — o).

Dinamica geometrica este descrisa prin

)
7! :a—a‘;+(0+x3—r):&2—z2:&3
)
i = 8—9{2 + (=0 — 23 + )it — 22143
)
i3 = 83{;’ + 22it + 22142

Sa explicam acum cum apare vantul geostrofic Lorenz (produs de curentul
Lorenz si de metrica Euclidian#). Deoarece A X = 0, adica A X* = 0, rezulta
A f > 0, adica f este functie subarmonica. Prin urmare punctele critice ale
lui f nu pot fi puncte de maxim.

Remarcam ca rot X poate fi scris in forma grad ¢, unde

o=@l = S - 5 o - )2

Prin urmare vantul Lorenz este descris prin sistemul diferential

& = grad f + grad ¢ X 7.
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Motto: ”In gdoacea cea mai micd
E ghiocul tau, fetica
Esti, pe lumea de subt cer,

Cel mai mare inginer.”

Arghezi - Fetica

CAPITOLUL 5

APLICATII ALE CALCULULUI VARIATIONAL IN
ELASTICITATEA LINIARA

Aceastd sectiune abordeazd aspecte referitoare la analiza starii de tensiuni si deformatii
a corpurilor liniar elastice, prin intermediul calculului variational. Problemele dezbatute in-
clud: minimul energiei potentiale elastice, deformatii si tensiuni, EDP de evolutie, principiu

variational, echilibrul unui fir flexibil solicitat de greutatea proprie etc

1 Minimul energiei potentiale elastice

1.1 Notatii si ipoteze

Inainte de a trece la exprimarea problemei in limbaj matematic, prezentam
cateva notatii si ipoteze care vor fi utilizate frecvent in continuare.

Vom nota cu €2 domeniul spatial ocupat de un corp elastic in configuratia sa
nedeformata (fig. 1). Admitem ca frontiera ¥ a domeniului 2 este o suprafata
inchisa si neteda pe portiuni. Vom numi particula echivalentul material M
al fiecarui punct P € (). Pozitia lui M va fi precizata folosind coordonatele
carteziene ortogonale (z,v, z) ale corespondentului sau geometric P.

Presupunem ca asupra corpului actioneaza numai incarcari de natura meca-
nicad. Vom Imparti aceste incarcari in doua categorii: forte volumice (numite
astfel pentru ca actioneaza asupra tuturor particulelor corpului), respectiv
forte de suprafata (numite astfel pentru ca actioneaza asupra particulelor
aflate In anumite portiuni ale frontierei ¥). Greutatea proprie este un ex-
emplu tipic de forta volumica. Incircarile de suprafata sunt asociate de regula
interactiunilor de contact cu alte corpuri (aflate in stare solida, lichida sau
gazoasa). Un exemplu de asemenea incarcare este presiunea exercitata de un
lichid asupra peretelui interior al unui cilindru hidraulic. Fortele volumice
sunt descrise prin densitatea lor spatiala 5*, iar fortele de suprafata — prin
densitatea lor superficiala §*. Vom nota cu X portiunea de pe frontiera X pe
care actioneaza forte de suprafata (echivalentul acestor forte este reprezentat
de ansamblul conditiilor la limita de tip Incarcare superficiala).

Corpul studiat poate fi supus si unor restrictic de miscare. In general,
aceste constrangeri de natura cinematica se exprima sub forma unor conditii
impuse deplasarilor particulelor de pe anumite portiuni ale frontierei X.

87
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Figura 1: Corp cu incarcaturi mecanice

Vom nota cu Y4 zona de frontierd pe care sunt specificate restrictii de
migcare (acestea se numesc conditii la limita de tip deplasare). Portiunile 34
si X4 ale suprafetei 3 se afla in urmatoarele relatii:

Y UXg=X, X;NXy=0.

Acestea arata ca in fiecare punct de pe frontiera corpului trebuie precizata
fie o Incarcare exterioara, fie o restrictie de migcare, insa in niciun caz am-
bele deodata. Daca ne gandim putin, vom constata ca regula de mai sus
este foarte naturala. intr—adevér, acolo unde sunt impuse deplasari ne intere-
seaza calculul reactiunilor asociate. Invers, acolo unde sunt precizate anumite
incarcari ne intereseaza deplasarile rezultante. Niciodatd nu este corect sa
introducem restrictii de misgcare si forte superficiale intr-un acelagi punct de
pe frontiera, fiindca putem veni in contradictie cu ecuatiile care descriu com-
portarea mecanica a corpului.

Deplasarile particulelor sunt descrise de un camp vectorial d care leaga
pozitia lor initiala de cea finala (fig. 1). Vom nota cu u, v si w componentele
lui d pe axele x, y, respectiv z. Admitem ca deplasarile sunt foarte mici in
raport cu dimensiunile corpului din configuratia initiala. Drept consecinta,
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putem scrie ecuatiile de echilibru mecanic pe domeniul 2 si frontiera ¥ fara a
comite erori semnificative. Daca ar fi sa operam riguros, ar trebui sa exprimam
aceste ecuatii in configuratia finala a corpului. O asemenea abordare ar da
nagtere la complicatii matematice serioase si nu s-ar justifica in cazul unor
deformatii foarte mici.

1.2 Deformatii si tensiuni

Distorsiunile corpului sunt descrise cu ajutorul unui set de sase marimi:

w00 v ow _ow o
oy = oy Oz’ Tz = 5, oy’ T = e T 0z

€z, €y §1 €, se numesc deformatii liniare, iar vzy, Vy- i V22 se numesc deformatii
unghiulare. Din punct de vedere mecanic, aceste marimi reflecta discrepantele
dintre deplasarile particulelor invecinate. Concret, daca doud particule infinit
apropiate au tendinta de a se misca la fel, deformatiile din zona respectiva a
corpului vor fi zero. Atunci cand particulele vecine tind s& se miste diferit,
corpul va suferi distorsiuni locale, iar deformatiile date de relatiile de mai sus
vor fi nenule.

Pentru descrierea solicitarilor interne vom utiliza alte sase marimi, notate
Oz, Oy, Oz, Tay, Tyz §1 T2. Primele trei se numesc tensiuni normale, iar ultimele
trei, tensiuni tangentiale. Semnificatia acestor marimi rezulta din urmatoarele
relatii:

Sy = OxNg+TryNy+TeaNz, Sy = TayNe+0yNy+TyzNzy Sz = TapNg+TyNy+0 N,

Propriu-zis, tensiunile o, oy, 0., Tzy, Ty. $i T2, definesc componentele s;, s,
$i s, ale unui camp vectorial § reprezentand densitatea superficiala a fortelor
interne exercitate de o parte a corpului asupra celeilalte parti, la nivelul unei
suprafete de separatie imaginare cu normala definita local de versorul 7, ale
carui proiectii pe axele sistemului de coordonate carteziene sunt ng., n, si
n,. Trebuie precizat faptul ca la nivelul portiunii X5 a frontierei ¥ opereaza
restrictia § = §*, explicitabila pe componente sub forma

Sx (ﬂj‘,y,Z) = S; (.’L‘,y,Z), Sy (xay) Z) = 5; (xay) Z) y Sz (ajvy?z) = 8; (xvyuz) ’

unde (z,y, z) € Xs.
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1.3 EDP de evolutie

Se poate demonstra ca tensiunile oy, 0y, 0., Tuy, Ty- §i 7., verifica urmatorul
set de ecuatii cu derivate partiale in orice punct al domeniului €2 pe care il
ocupa un corp deformabil aflat in echilibru static:

0oy Oy N 0Ty

br =0

Ox + oy 0z t 0 ’
OTyy  Ooy  OTy. N

9% b =0

Ox + Oy + 0z Oy ’

0T OTy,  Oo. LB 0

Ox oy 0z

(b%, by, si b% sunt componentele densitdtii spatiale a Incarcarilor volumice I;*)
Egalitatile precedente se numesc ecuatii de echilibru Cauchy.

Legatura dintre tensiuni si deformatii este definitd cu ajutorul relatiilor
constitutive. Admitem ca materialul corpului se caracterizeaza printr-un com-
portament liniar elastic izotrop. In aceste conditii, relatiile constitutive pot fi
scrise sub forma data de legea lui Hooke,

Or = A(ex + ey +€2) + 2ue,,
oy = Aez + ey + €2) + 2uey,
0, =Nex + &y +62) + 2ue,

Tey = WYzy, Tyz = WVyz, Tzaz = U2z,

sau, 1n varianta inversa,

1 A i

T 7 vz o)
\ _

Ey:ﬂ _Uy—73)\+2u(o’m—|—ay—|—az)_,
17 A i
o |7 g T v )]

Yoy = Txy/:ua Vyz = TyZ/N: Vex = sz/ﬂ'

Marimile A gi p care intervin in formulele precedente sunt caracteristici de
material numite constantele lui Lamé.

Prin urmare, deformarea unui corp liniar elastic izotrop este descrisa printr-
un sistem de cincisprezece EDP definite pe domeniul €2, avand ca necunoscute
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componentele u, v si w ale campului deplasarilor, deformatiile e;, €y, €2, Vay,
Vyz §1 Vzz, Tespectiv tensiunile o, oy, 0., Tuy, Tyz $i Toz. Dupd cum s-a
mentionat anterior, acestui sistem i se atageaza doua tipuri de conditii la
limita:

e conditii de tip deplasare:

u(x,y,2) =u" (z,y,2),v(2,y,2) =v" (2,9,2) ,w (v,y,2) =w" (v,y,2),

(z,y,z) € 34, In care u*, v* §i w* sunt componentele unui camp de vectori
deplasare cunoscut pe portiunea ¥, a frontierei;

e conditii de tip incarcare superficiala:

*
OxNg + TayNy + TogNz = S, (JI, Y, Z) )
%
TeyNz + OyNy + TyNp = Sy (IL‘, Y, Z) )
*
TexNz + TyzNy + 0N, =S, (a:,y,z), (Iayvz) € X,

In care sy, s, §i s sunt componente ale unui camp de forte superficiale care
actioneaza pe portiunea X, a frontierei, iar n,, n, si n, sunt componente locale
ale versorului normala exterioara la frontiera (fig. 1). In general, Syy Sy §1 8%
sunt marimi cunoscute. Daca unele dintre ele sunt nule, membrii drepti core-
spunzatori din egalitatile precedente vor fi zero. Sistemul de ecuatii cu derivate
partiale prezentat anterior poate fi redus in asa fel incat si nu mai contina
decat trei necunoscute. Propriu-zis, daca inlocuim expresiile deformatiilor in
legea lui Hooke, obtinem relatii directe intre tensiuni si deplasarile particulelor.
Mai departe, procedand la inlocuirea acestor relatii in ecuatiile de echilibru
static, ajungem la un sistem de trei ecuatii cu derivate partiale de ordinul al
doilea avand ca necunoscute doar campurile u, v si w. Conditiile la limita
in deplasari pot fi lasate aga cum sunt intrucat implica tocmai necunoscutele
rimase. In schimb, asupra conditiilor de tip incarcare superficiala va trebui
sa operam modificari similare, pentru a-l1 aduce la o forma in care intervin

campurile u, v §i w.

1.4 Principiu variational

Vom demonstra in ceea ce urmeaza o teorema variationala care decurge direct
din modelul prezentat mai sus. Pentru aceasta, aplicam deplasarilor u, v si
w asociate starii de echilibru a corpului variatii arbitrare du, dv si dw. Vom
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admite ca du, dv gi dw sunt cdAmpuri continuu derivabile In raport cu x, y si
z. De asemenea, impunem constrangerile

(5u‘2d = O, (S’U|§;d = 0, 5w‘2d =0.

Acestea asigura compatibilitatea variatiilor du, dv si dw cu setul de restrictii
cinematice.

Prin adunarea celor trei ecuatii de echilibru Cauchy, inmultite cu du, dv,
respectiv dw, obtinem egalitatea

00z Su + Oy Su + 07z Su + Oy v+ %51; + Ory2

ox oy 0z ox Ay 0z ov

0Ty Oo,
ar " dy ow + 0z

rearanjabila sub forma

dw + byou + bydv + bZow = 0,

gw (020U + Toydv + Topdw) + gy (Tzy0U + 040V + Ty 0w)

+8—(T ou + 7,00 + 0,0w) — o @—a@—aaé—w
oz~ ™ vz N T Ox Y oy * 0z

g (B D) g (% 00 (00 0
A oy Oz Y=\ 0z y =\ ox 0z
+b30u + byév + b éw = 0.
Datorita fixitatii domeniului €2, pozitiile operatorilor derivata spatiala si variatie

pot fi interschimbate. Rezulta atunci

0du 0dv 0dw

(553; = %, (5€y = 7y7 (SEZ = E,

s O 000 0% 0w . dbuw  dbu
Tay = oy Oz’ Tz = Ty, oy’ T2 = T 0z
Aceste relatii definesc variatii ale marimilor €., €y, €2, Yay, Vyz § V22- Cu

ajutorul acestor formule, egalitatea precedenta devine

% (020U + Tpybv + Topdw) + gy (Tay0U + 0y0v + Ty 0w)

"‘gz (Tex0U + Ty 00 + 0,0w) — (0406, + 0ydey + 0,06+
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+Tay0Vey + Ty20Vyz + Tew0Vzz) + bpdu + byov + b70w = 0.

Vom proceda acum la integrare pe domeniul 2. Obtinem astfel

/Q 0

— (040U + Tpydv + T dw) + gy (Tayou + oydv + Ty 0w) +
0
+— (Te0u + 7y 6v + 0, 0w) ] dQ = / (03065 + 0ydey + 0,0+
Q

ox
0z

+Txy5’yry + Tyzéryyz + Tzz(;’}/za:) dQ) — / (b;éu + bZ(S’U + bf';&w) dsl.
Q

Prin aplicarea formulei flux-divergenta, membrul stang al egalitatii de mai sus
devine

/Q a— (020U + Tyy6v + Tozéw) + gy (Tayou + oydv + Ty 0w) +

ox
0
—l—a— (T2a0u + Ty 0V + 0, 0w) ] dQ = / (020U + Tpy0V + Togdw) g+
z b
+ (Twyou + 0y0v + Ty 0w) ny + (Toz0u + 7y0v + 0 0w) N, dE =

= / [((0anz + Tayny + Taanz) Ou + (Toyna + oyny + Ty2nz) v+
o

+ (Teany + Ty2ny + 0202)] dY,

sau, daca luam in considerare relatiile anterioare,

/Q [gx (020U + Toydv + Topdw) + gy (Tay0u + 040V + Ty 0w) +

+g (Texdu + Ty 6v + 0,0w) } Q) = / ($z0u + $y0v + s,0w) dX =

< b

= / (820U + sy0v + s, 0w) dX + / (520U + syov + s,0w) d¥ =
DM bR

= / (sz‘c&u + 5,00 + siéw) dx.
s
Rezulta

/Q (040 + 0ybey + 006, + ToyOVay + Ty20Vyz + Toz072e) 2 =

- /Q (b10u + bydv + biow) dQ + /E S (s30u+ s0v + stow) dx.
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Potrivit egalitatii de mai sus, in configuratia de echilibru, lucrul mecanic
virtual asociat solicitarilor interioare este egal cu lucrul mecanic virtual al
fortelor exterioare. Intrucat la deducerea acestei proprietati nu au fost utilizate
relatii constitutive, ea are o valabilitate generala, aplicindu-se si corpurilor
neelastice. In cazul particular cand raspunsul materialului este descris de
legea lui Hooke, se poate demonstra egalitatea

0064 + 0y0ey + 0,06, + TuyOVay + Ty20Vyz + Tox0Vee =

= €400, + €400y + €00, + VayOTay + Vy20Tyz + V2a0Tzz.

Deducem imediat

0064 + 0y0ey + 0,06, + TuyOVay + Ty20Vyz + To00Von =

1
=9 5 (Uﬂ?gw + oyey + 022 + TayVay + TyzVyz + sz’)/zx)] .

Vom considera ca densitatile incarcarilor exterioare b* gi §* sunt independente
de campul deplasarilor d. Aceasta ipoteza este rezonabild in cazul multor
corpuri care sufera deformatii mici. Adoptarea sa justifica egalitatile

byou -+ bjov + biow = & (bhu + byv + biw)

$p0U + 5,00 + s70w = § (s;}u +s,v+ s’z‘w) .

Prin inlocuirea expresiilor integranzilor, teorema lucrului mecanic virtual devine

1
/95 {2 (0wee + 0yey + 0262 + TayVay + Ty Yy + sz’sz)] =

/Q J (b;u + by + bzw) aQ + /ES J (s;‘cu +syv + szw) dx.

Datorita fixitatii domeniului 2 si, implicit, a frontierei sale ¥, operatorul
variatie este deplasabil in fata integralelor. Drept consecinta, relatia prece-
dentd poate fi adusa la forma tipic variationald 0V =0, in care V =U — W
este energia potentiala elastica, definita la randul sau ca diferenta intre energia
de deformare a corpului

1
U= 5 /Q (ngac + oyEy + 0262 + TayVay + TyzVyz + sz’Yzac) dQ
si lucrul mecanic al incarcarilor exterioare

W = /Q (b:’;u +byv + b’;w) aQ + (s;u + 5,0 + siw) ax.

s
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Egalitatea 6V = 0 arata ca solutia sistemului de ecuatii cu derivate partiale
stationarizeaza energia potentiala elastica. Este demonstrabila si reciproca
acestel afirmatii. Concret, se poate arata ca setul de functii u,v,w care este
compatibil cu setul de restrictii cinematice si stationarizeaza energia potentiala
elastica V satisface sistemul de ecuatii cu derivate partiale care descrie echili-
brul corpului. Mentionam fara demonstratie faptul ca valoarea stationara a
lui V' este un minim. Din aceasta cauza, egalitatea dV = 0 se mai numeste si
teorema de minim a energiei potentiale elastice.

Sunt destul de frecvente problemele de interes aplicativ, In cazul carora
principiul variational dedus anterior ofera o cale mult mai simpla de explic-
itare a ecuatiilor de echilibru. Exemplul tratat in continuare este tipic pentru
situatiile de acest gen.

2 Echilibrul unui fir flexibil solicitat de
greutatea proprie

Ne propunem ca obiectiv determinarea configuratiei de echilibru a unui fir de
otel intins la orizontala si solicitat de greutatea proprie (fig. 2). Firul are
urmatoarele caracteristici:

e lungimea ¢ = 50 m;

e aria sectiunii transversale A = 107> m? (aceeasi pe toata lungimea);
e densitatea p = 7850 kg/m?;

e constantele elastice A = 1,2115 - 10" N/m? si u = 0,8077 - 10! N/m?.

Pentru a ne face o imagine asupra dimensiunilor sectiunii transversale, ad-
mitem ca aceasta ar fi circulard de diametru d. Folosind datele de mai sus,
obtinem printr-un calcul simplu

[4A  [4-10-5
d=|— =4/ —— ~3,6-1073 m,
T T

deci un raport lungime - diametru

14 50

d” 3,6-103
Aceasta din urma valoare evidentiaza faptul cd avem de-a face cu un fir foarte
subtire. In asemenea circumstante, poate fi adoptata ipoteza flexibilitatii per-
fecte. Altfel spus, vom considera ca firul este capabil sa preia doar solicitari
de intindere, fara sa posede rezistenta la incovoiere sau forfecare.

= 13,89 -10°.
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pgA

Figura 2: Fir flexibil solicitat

O a doua ipoteza simplificatoare a modelului pe care il vom prezenta mai
jos poate fi justificata evaluand masa firului:

m = pAl = 7850 - 107° - 50 = 3,925 kg.

Valoarea obtinuta ne determina sa admitem ca tensiunile din fir cauzate de
greutatea proprie sunt relativ mici, astfel incat si deformatiile acestuia vor fi
reduse.

Pentru a descrie deformarea firului vom utiliza un sistem de coordonate
carteziene a carui origine O este amplasata la capatul din stdnga, axele x si y
fiind orientate asa cum se vede in figura 2. In acord cu ipoteza deformatiilor
mici, vom admite valabilitatea urméatoarelor afirmatii:

e sectiunile transversale ale firului se deplaseaza practic numai pe verticala
(in lungul axei y — vezi figura 2);

e distorsiunile sectiunilor transversale sunt neglijabile.

In atare conditii, deplasarile verticale ale particulelor aflate initial pe axa x
pot fi considerate reprezentative pentru toate celelalte particule din sectiunile
transversale corespondente ale firului. Aceasta Inseamna cé sageata verticala
v este functie numai de coordonata x:

v=uv(z), x€l0,.

Determinarea configuratiei de echilibru a firului se reduce la a gasi functia
v = v(x). Vom rezolva aceasta problema folosind teorema de minim a energiei
potentiale elastice.

Dupa cum s-a mentionat anterior, datorita flexibilitatii perfecte, firul preia
numai solicitiri de intindere. In asemenea circumstante, singura tensiune
nenula este o,. Mai mult, valoarea lui o, poate fi considerata constanta intr-o
sectiune transversala a firului. Aceste observatii conduc la urméatoarea expresie
a energiei de deformare:

74
U= —/ ozepde.
0
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In egalitatea de mai sus, e, reprezintd deformatia longitudinala a firului.
Aceasta marime poate fi determinatd ca variatie relativid a elementului de

arc:
_ 1+ (v)dz — dz
_ ds—dw @) 14 ()%~ 1.

dx dx

De asemenea, o, este definit ca dependenta de &, prin legea lui Hooke:

Ex

oy = Eeg,
unde
B=tOAT2) ) ot Nym?
A p

reprezinta modulul lui Young (caracteristica de material deductibila din val-
orile constantelor lui Lamé). Cu ajutorul explicitarilor de mai sus, formula
energiei de deformare devine

_EA [

2
U=— { 1—1—(1)’)2—1] dz.
2 Jo

Singura incarcare exterioara care efectueaza lucru mecanic este greutatea
(vezi figura 2). Aceasta forta este repartizata uniform pe tot volumul firului,
iar actiunea sa are sensul verticalei descendente. Drept consecinta, lucrul
mecanic al incarcarilor exterioare este

¢
W:pgA/ vdx
0

(g = 9,8 m/s? este acceleratia gravitationala).
Prin inlocuirea termenilor U si W definiti ca mai sus in formula energiei
potentiale elastice V', obtinem

V:/Oe{g[m—lr—pgv}fldx

sau

unde
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Data fiind forma integrandului F', problema variationala 0V = 0 genereazi o
singura ecuatie Euler si anume,

Aceasta este explicitabila sub forma

V" {1 ~[1+ (v’)Q]_3/Q} +2-o.

Ecuatia diferentiala obtinuta mai sus nu poate fi rezolvata pe cale analitica.
Vom incerca sa gasim totusi o solutie aproximativa, exploatand ipoteza micilor
deformatii. Intr-adevir, atat timp cat sigetile v = v(z) sunt foarte reduse in
comparatie cu lungimea ¢, panta firului v’ are valori apropiate de zero. Drept
consecintd, factorul care inmulteste v” in ecuatia anterioara se preteaza la o
liniarizare. Vom efectua aceasta operatie considerand functia

pla)=1-(1+a)?

al carei argument
N2
a= (v)

este foarte apropiat de zero. Dezvoltarea in serie Maclaurin a lui ¢ (a),

® (O[) = ia - ga + )
ne permite sa operam cu aproximarea liniara
3
@ (o) ¢
sau 52 3
1- [1 + (v’)ﬂ = 5(1}’)2.

Cu ajutorul acesteia, ecuatia de echilibru originala poate fi adusa la forma

2
3(11')211" + % =0

sau, echivalent,

@)+ =0

Prin integrarea acestei ultime ecuatii in raport cu variabila x, obtinem

() = ¢ — 2%:5,
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unde c; este o constanta reald. Pentru a simplifica procedurile de calcul care
urmeaza, vom determina chiar acum valoarea lui ¢;. Simetria geometrica si
mecanica a problemei tratate (vezi figura 2) ne determina sa cautam o solutie

cu proprietatea
v (¢/2) = 0.

Altfel spus, suntem interesati de configuratiile in care sageata are un extrem
la jumatatea lungimii firului. Impunand aceasta conditie de simetrie, obtinem

_ rgt.
F

ne _ ret _%)
(U)_E<1 v)

[%ff( _2;)}1/; daca 0 <z <¢/2,
g (22 1)) dnen e2<a<e

&1

Rezulta astfel
adica
v'(z) =

Dupa inca o integrare in raport cu variabila z, deducem

/ / 1/3
v(z) = cg — Z(%) 1

o2 4/3

7 0<z</?

Y — — )

unde cs este o noua constanta, pentru a carei determinare mai este necesara o
conditie la limita. Aceasta impune anularea unei sageti de capat (fig. 2). De
exemplu, aplicand restrictia v(0) = 0, obtinem

%(wf“
62—8 I .

Aceeasi expresie a constantei co ar fi rezultat si daca s-ar fi impus anularea
sagetii la capatul din dreapta x = £. Aceasta particularitate este datorata
caracteristicilor de simetrie ale solutiei v = v(x) in raport cu abscisa = = £/2.
Dupa inlocuirea lui co definit ca mai sus, expresia sagetii devine

30 ( pgl 1/3 2z

Odata obtinuta solutia v = v(x), putem deduce cu usurinta formulele care
descriu repartitia deformatiei ¢,, respectiv a tensiunii o, pe lungimea firului:

Y4 2
%:w+g(bgy

2/3
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14 2z
1+ |2 <1 - )
E 14
Rezolvarea problemei nu poate fi considerata incheiata fara o verificare a
validitatii ipotezelor de la care am pornit. Propriu-zis, vom admite ca solutia

este corecta numai dupa ce vom avea certitudinea ca deformatiile firului sunt
mici. Pentru verificarea acestui lucru, calculam sageata maxima:

30 [ pgt\ /3
'Umam = (6/2) == 8(E>

o, =F

2/3
—1f{, 0<z</L.

_ 3'50<7850-9,8-50

1/3
3 511010 ) = 0,494 m.

Intrucat vmes = 0,494 m reprezinta mai putin de un procent din lungimea
firului (¢ = 50 m), validitatea ipotezei micilor deformatii poate fi admisa fara
retinere. Este interesant de observat ca, potrivit formulelor deduse anterior,
atat e, cat si o, se anuleaza pentru z = £/2, ambele marimi atingand valori
maxime la capetele firului:

2/3
Exmaz = €2(0) = e, (0) = /1 + <pg€> -1

.0.8.50\2/3
= \/1 + <7850 98 50) —1=23,474-107%,

2,1 1011
2/3
1+ (pée) -~ 1}

7850 - 9,8 - 50\ 2/3
=21-10" |41+ ——— -1
,1-10 [\/+< 2,1- 1011 )
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Motto: ”Lacdte, cine te-a inchis
La usa marelui meu vis?

Unde ni-i cheia, unde-i pazitorul,
Sa sfarame zavorul

Si sa vedem in fundul noptii noastre

Miscandu-se comorile albastre?”

Arghezi - Descantec

CAPITOLUL 6

PROBLEME DE CALCUL VARIATIONAL

Subiectele intdlnite in probleme includ extremale ale functionalelor integrale simple,
extremale ale functionalelor integrale duble, optimizarea unei functionale integrald simpla
conditionata de restriciii izoperimetrice, condilii suficiente de extrem, metoda Ritz, prob-

leme Sturm-Liouwville, geodezice etc.

1 Extremale ale functionalelor integrale simple

1

1. Sa se determine norma functiei z(t) = > — ¢ in spatiul X = 0[71,1}'

Solutie. Calculam

sup |z(t)] = max [t? —t| =2
te-1,1] te[-1,1]

si sup |2/ ()] = max |2t — 1| = 3, deci ||z|| = max(2,3) = 3.
2. Fie X = C’[IO 1] si functionala

zdx

1
J: X - R, J(y(-))—/o Ty

a) Sa se calculeze valorile lui J pentru functiile y;(x) = x si yo(x) = 2.

b) Sa se determine valoarea extrema a lui J, folosind ecuatia Euler-Lagrange.

Solutie. a) X
() = [ {5 = g2

1+22 2
si
U gda 1 !

J(y2(v)) = = —arctg (2?)| = <.

)= [ =yt )| =1
b) Observam c& J(y(-)) > 0. In acest caz, Lagrangianul este L = %

Y
oL 2

si ecuatia Euler-Lagrange devine B0 = 0, adica ﬁ = 0 gi deci y = 0.

Curba extremald y(z) =0, x € [0, 1], d& minimul 0 al functionalei J.

105
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3. Fie 0 < a < b numere fixate. Sa se determine extremalele pentru

b
o) = [ VIF P
a
sl apoi pentru
b
M) =20 [ s VIT 7P
a
cu conditiile y(a) = a, y(b) = b. Interpretarea geometrica.
Solutie. In ambele cazuri, folosim integrala prima a energiei totale (deoarece
Lagrangianul nu depinde explicit de x):

oL
y’a—y/ — L =c (constant).
A aL /
In primul caz, L = +/1+¢y/2si — = — Y Rezults

9y 1+ y'2
/2

%ﬁ_ym —V1+9y'?%2=c,

deci ' = ¢. Extremalele sunt drepte, y(x) = cx + ¢;. Punéand conditiile la
capete, gasim y = = (portiunea din bisectoarea I).
In cazul secund, L = y+/1 + /2, integrala prima a energiei totale devine

yy’2

/1_|_y/2 B
de unde y = ¢y/1 + ¢/ 2. Punem 3/ = sht deci y = C cht. Apoi

_@_C’sht_
y sht

yWilt+y'?=c,

dx

Asadar, x = Ct+ C; i y = Ccht. Aceasta este o parametrizare a curbelor

517 _CCI. Constantele C, Cq

integrale. Eliminand parametrul ¢, rezulta y = C'ch

se determina punand conditiile la capete.

Interpretare geometrica. J(y(-)) reprezinta lungimea arcului de curba
y = y(x) care leaga punctele A(a,a), B(b,b). Evident, lungimea minima este
atinsd in lungul dreptei AB.

Apoi Ji(y(-)) este tocmai aria suprafetei de rotatie in jurul axei Oz, ge-
nerata de acelagi arc de curba; minimul acestei arii este atins de ”curba
lantisor”.
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4. Fie X =1

0,7] si functionala

JiX SR, J(y() = /0 "R @)1 -y (@),

cu conditiile la capete y(0) = 0, y(m) = 0.
a) Sa se determine un minim local pentru .J.

1
b) Sa se calculeze valoarea lui J pentru functiile y, (x) = 7 sinnx, n > 1
n
intreg. Sa se arate cd minimul gasit la a) nu este absolut.
oL OL
Solutie. a) Avem L = y2(1 — ¢/ 2); 50 = 2y(1 — ¢/ ?) si E i —2y2
Y Y

d

si ecuatia Euler-Lagrange devine 2y(1 —y'?2) — d—(—2y2 y") = 0, adica y(1 +
x

y'2+yy”") = 0. O solutie este y = 0 (portiunea din axa Oz, x € [0,7]).

Daca ||y|| < 1, adica y apartine bilei deschise cu centrul in 0 si raza 1, atunci
Vo € [0,7], avem |y(z)| < 1 si |/ (x)] < 1 deci J(y(-)) > 0 = J(0), pentru
y # 0. Asadar, J are un minim local pentru y = 0.

b) Urmarim girul de calcule

1
Tn() = [ -siu na(t = ncos? ne)ds =
0

1 (7 1 [7
= / sin® nxdr — / sin® 2nzdr =
n Jo 4 Jo

1-— 2
(folosind formula sin? o = #)
1 T 1 T
=5 ; (1 — cos2nx)dx — 8/0 (1 — cosdnzx)dx = % _ %

Pentru n > 5, rezulta J(y,(-)) < 0. Deoarece exista functii din C’[lo ] Pentru

care valoarea lui J este mai mica decat J(0), extremala y = 0 nu conduce la
un minim absolut.

5. Se cer extremalele posibile pentru urmatoarele functionale:

1

a) J(y(+)) = /0 (12zy(z) — y' %(x))dz cu conditiile y(0) = 0, y(1) = 2.
2

b) J(y(-)) = /1 (4zy(z) — y*(x))dz cu conditiile y(1) = 2, y(2) = .

2
c) J(y(+)) = /0 (y*(x) — v ?(x))dx cu conditiile y(0) = 2, y(2r) = 2.
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oL oL
2, % = 12z, o = —2¢/ si ecuatia Euler-
d
Lagrange devine 12z + d—(2y') = 0. Atunci ¥’ = —6x, deci y(z) = —23 +
T
Cz + C'. Deoarece y(0) = 0, rezulta ¢’ = 0 si cum y(1) = 2, gasim C = 3.
Extremala este y = —2° + 3z.

Solutie. a) L = 12zy — ¢/

oL oL
b) L = 4zy — v By =4z — 2y i ? = 0. Ecuatia Euler-Lagrange este
Yy
4r — 2y = 0 sau y = 2z. Aceasta este acceptatda daca o = 4, iar dacd o # 4,
atunci problema nu are solutie.

0L oL
c) L =y?>—y'? Do = 2y, e —2y/ si ecuatia diferentials a extremalelor

este 2y + 2y” = 0, cu solutia generala g(x) = Cjcosx + Cysinz (Cq,Cs
constante arbitrare). Deoarece y(0) = C, = 2 si y(27) = C1 = 2, rezulta
y(z) = 2cosz + Cysinzx. Deci problema are o infinitate de solutii.

6. Sa se determine extremalele urmatoarelor functionale cu conditiile la
capete date:

2
8) J(y) = / (/% — 2ay)de; y(1) =0, y(2) = —1;

4
7
) J) = [ (20 = pludas (1) = 1, y(4) = 3
1 ) 1
= [ - ), y(©0) = 0. y(1) = ;.
0 e
1
/ 2+ 4y?)de, y(0) = €%, y(1) = 1.
0
Solutle a) Avem J fl .y (z))dz, unde L(z,y,y) =y —
2zy. Cum 2 BT,, = —2z,92 by OL — 9y ecuatgla Euler—Lagrange devine —2z = 2y,
sau echivalent vy’ = —z, de unde 3/ = —% +C4,cuCy € R, si atunci y = —*%3

+Ciz + Cy, cu C1,Cy € R. Din conditiile la capete y(1) = 0;y(2) = —1,
obtinem sistemul

1 4
—6—1—01—}—02:0, —§—|—201—|—02:—1,

care are solutia Cy = %, Coy = 0 si atunci y = §(1 — z?).
b) In acest caz L(z,y,y) = 2z —y)y, % = —2y+2z,2 by 9L _ (), jar ecuatia
Euler-Lagrange devine
—2y = 2z,
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de unde y = x, care nu verifica conditiile la capete, deci functionala nu admite
extremale.

c) Se obtine y = 2[e™% + (1 + e)ze * —1].

d) Se deduce y = (1),

1
7. Sa se arate ca functionala J(y(-)) = / y(x)y' ?(z)dzx are doud curbe
0

extremale distincte care trec prin punctele A(0,1) si B(1, v/4).
oL oL
Solutie. Aici L = yy'?; 5 = y? s Evie 2yy’. Ecuatia Euler-Lagrange
Yy Yy
/ /!

d
este y'? — %(2yy') = 0sauy’ 2 +2yy” = 0. Atunci ‘% = —y si prin integrare,

C 2
In|y| = —2In|y|+InC deciy = S Asadar y'\/y = C, deci §y3/2 = Cx+Ch,

adicd y = (Cx + C1)?/3. Pentru x = 0, rezults 012/3 =1, deci C; = +1. In
final, se obtin dou# extremale: y = (x + 1)/ si y = (3z — 1)%/3.

8. Sa se determine, prin trecere la coordonate polare, extremalele functionalei

b
Jy() = / VTP VI Y ).

Solutie. Punand = = pcos6, y = psiné, p = p(0), rezulta
dy
L dl: dr _ p'sinf + pcosf
Y7 de dz  p'cosf — psinf
de

B
si /14y 2de=+/p?+p'2db. Ca atare, J(y) = / py/ p? + p'2df. Folosind

(01

problema 3, extremalele au ecuatiile p = C ch;l, in coordonate polare.

C

9. Sa se arate ca exista o infinitate de curbe extremale pentru functionala
™
T = [ yeosa +y*z) ~ yP(a))do,
0

care unesc punctele A(0,0) si B(mw,0).

OL 4 o s oL
— = 4cost — 2y §i — =
oy Y3 oy’

= 2y’ deci ecuatia Euler-Lagrange devine 3" + y = 2cosz. Solutia generala

Solutie. Avem L = 4ycosz + vy'? — 2,
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a acestei ecuatii diferentiale este y(z) = Cicosz + Casinz + y,(x), unde
C1, Cy sunt constante arbitrare si y,(x) este o solutie particulara, de exemplu
yp(z) = wsinz. Solutia generald este y = Cjcosx + Cysinx + xsinx. Dar
y(0) = C1 = 051 y(mr) = —C deci Cy ramane si ca atare, avem o familie de
extremale: y = (x 4+ Cq) sin .

10. Sa se rezolve problema brahistocronei (”a derdelugului”).

Solutie. Aceasta revine la a minimza functionala
C 1 + yl(x)Q
Jy() = | ——=—dxz,
o Vylx)
cu conditiile y(0) = 0, y(c) = d. Aici

Vi+y'? 0L 1y/1+y? 9L 1 Y

Vi 0y 2 yyg Ty i1+ y?

Integrala prima a energiei totale, L —y'— = C, devine

Yy’

Vity?2 o1 Y

_J ___C
Vi VT

C t
deci 1 =C\/y/1+y'2, adica y = T Punand ¢ = ctg Y rezulta
Y

t C
y = C'sin® 5= 5(1 — cost),

de unde
dfg/ B C'sintdt

dr = )

t C
= C'sin® —dt = —(1 — cost)dt.
2ctg— 2 2
2
. . C . '
Asadar, ecuatiile parametrice ale curbelor extremale sunt z = g(t—sm t)+C",

C
Yy = 5(1 — cost). Recunoastem aici o familie de cicloide. Constantele C,C’

se determina punand conditiile de trecere prin punctele A si B.

11. S& se determine forma unei functii crescatoare y = y(z) de clasa C[QO b]
cu y(0) = 0, pentru care corpul de rotatie generat in jurul lui Oz sa intampine
o rezistenta minima la deplasarea contra unui flux de gaz.
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Solutie. Presupunem ca densitatea p a gazului este suficient de mica si ca
moleculele lui se reflecta de suprafata corpului. Notand cu v viteza relativa
a gazului si cu 0 unghiul dintre viteza si componenta tangentiala, rezulta
componenta normald a presiunii p = 2pv? - sin 6.

Presiunea fiind perpendiculara pe suprafata, componenta fortei care actioneaza
in lungul semiaxei Oz pe un inel de latime (1 + ¢/ 2)1/2dx si raza y(x) va fi

dF = 2pv%sin®0 - 27y(1 + o' 2)Y/? sin Odaz.

Forta totala care actioneaza in directia Ox va fi

l
F:/ dpmv? sin® Oy(1 + o 2(2)) 2 de.
0

/

i 73 sicadl+vy'?~1, rezultd ci

Presupunand sinf ~ —————
P (1+y'2)

l
F=K /0 y(@) o ¥(@)dz,

cu conditiile la capete y(0) = 0, y(I) = R. Lagrangianul este L = K -y -7/'3

L L
(K > 0 fiind o constanta); atunci 50 = Ky'3, 3 3Kyy'? si folosim
Yy Y
oL
integrala prima a energiei totale, L — 3/ Evie C. Rezulta yy' 3 = C, de unde
Y

y - y'/? = C si integrand, y(z) = (Cz 4+ C1)3/4, cu C, C} constante. Deoarece
y(0) = 0, rezultd C; = 0 si in final, C = R*31~'. Ecuatia profilului optim
cautat este, cu aproximatie, y(x) = RI173/4y/23. Recunoagtem o formi de
parabola.

12 (Problema lui Newton). Sa se determine profilul unui corp de rotatie in
jurul axei Ox (verticale), care se deplaseaza in jos, cu viteza v, Intr-un mediu
omogen poros.

Solutie. Elementul dr descrie in jurul axei Oz o coroana de arie
do = 7(r +dr)? — wr? ~ 2rrdr.

Acestei coroane 1i corespunde pe suprafata corpului rotit o centura de arie dV.
In intervalul de timp dt, aceasta centura va genera un volum vD = 27rdr v dt.
Daca p este densitatea mediului, atunci numarul particulelor care intalnesc

centura este N = £-dV = 2rrdrv (p/m)dt.
m
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Estimam acum forta dF care actioneaza asupra centurii d> in timpul dt.

Fie ¢ unghiul dintre elementul de arc ds si axa Or deci tgy ~ d—x Componenta
r
pe Ox a cresterii impulsului va fi
N - 2mw - cos® p = dnp - v% - cos® ¢ - rdr - dt
si conform legii a II-a a lui Newton, aceasta este egala cu dF - dt, de unde
rezulta ca
K-r-dr
1+ tg2p’

unde K = 4mp - v? este o constanti. Forta totala de rezistentii, care trebuie

minimizata, este
FoK / rdr
1+a(r)? z(

si astfel, problema revine, cu aproximatie, la a determina extremalele functio-

nalei
R
Tew) = [ i

dF =K -r-dr-cos’p =

cu conditiile z(0) = 0, z(R) = dat.

Legendre a aratat ca trebuie adaugata conditia ca @(t) > 0 (caci altminteri,
s-ar putea considera un profil ”zimtat”, unde @(r) poate fi ”foarte mare”, iar
valorile lui J vor fi ”foarte mici”. Nu se poate aplica direct ecuatia Euler-
Lagrange, dar se poate folosi principiul de minim al lui Pontryaguin: punand

#(t) = u, u > 0, se formeaza Lagrangianul L = pg - T + p(t) (T — u).
u
OL oL . L . y
Cum e =0si e = p(t), rezulta din ecuatia Euler-Lagrange ca p(t) = po,
x z

constant. Daca (&, 1) este un proces optimal, atunci

L (& —u) > S (& — a(t))
T—u T—1u
deci ; ;
Ho Ho N
—pou > —— t).
1+ "= 1000 poi(?)

Nu mai dam detalii.
Problema lui Newton este inca in studiu, fiind importanta la intelegerea
migcarilor supersonice.

13. Sa se determine extremalele urmatoarelor functionale in conditiile
specificate:
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a) J(y(-) = Jg (v'? —y'? — 12zy)da;
y(0) = y'(0) = 0, y(m) = 7,3/ () = 377
b) J(y() = [1 ("2 +2y 2 +y* — az?)dz, a € R;
y(0) =4'(0) =0, y(1) = y’(l) =2
¢) J(y()) = [y * + a2y —y*)da
d) J(y() = L%+ 2y"2 - y’? + 12xy>dx.
Solutie. a) Avem J(y(-)) = [; L x),y'(z),y" (x))dz, unde
L(z,y,y,y") = y” y'? —12zy.

Scriem ecuatia Euler-Lagrange

oL oL\, & (oL _,
8y dz \ 0y dz2 \oy" )

Cum ?)5 —123; = -2y, 8L, 2y" ecuatia Euler-Lagrange devine

yiv 4 y// _ 61‘,

cu solutia generald y = Ccosx + Cosinx + Czx + Cy + 23, C1,Cy, C3,Cy4 € R.
Din conditiile la capete y(0) = y'(0) = 0, y(7) = 73, y'(7) = 372 obtinem
sistemul

Ci+Cy=0, Co+0C3=0, —C1+Csn+Cy4 =0, —Comr+C3 =0,

care are solutia C; = Cy = C3 = Cy = 0, si atunci y = 23
b) In acest caz L(z,y,y',y") = v" 2+2y' 2+ —ax?, % 2y, = 4y

2y", iar ecuatia Euler-Lagrange devine

/1 OL
5 ay//

V=2 +y=0,

cu solutia generala y = Cre® 4+ Coxe® 4+ Cse™™ + Cyze™™, C1,C,C5,Cy =
const. Din conditiile la capete y(0) = ¢'(0) = 0, y(1) = 3/(1) = 2 obtinem
sistemul

Ci+C3=0, C1+Cy—C3+Cy4=0,

cs C C
01€+026+73+f4 =2, Cire+2C%e — =3 =2,
e
din care se determina constantele Cl, CQ, Cs,Cy.
o) L(zy,y'y") = y"* + 2%y =y, G = 2y, 55 = 2%, 0% = 2, jax

ecuatia Euler-Lagrange devine

y —y=1x,
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cu solutia generala y = C1e® 4+ Coe™" 4+ Cscosx + Cysinx — x, C1,Co,Cs, Cy
= const.
b
d) J(y) = fa L(z,y(x),y (x),y"(x),y" (z))dz, unde
L(x’ y? y/7 y//, y///) — y/// 2 _"_ zy// 2 _"_ y/ 2 + 12$y

In acest caz ecuatia Euler-Lagrange se scrie astfel

oL d (oL, @ (OL\ & (LY _,
oy dx \ Oy dz? \ 9y"’ de3 \oy" )

Cum % = 1290,3—;, = 2y, 68;,, = 4y, 85;%, = 2y" ecuatia Euler-Lagrange

devine
yvz _ 2yIV + y// _ 121,’

cu solutia generala
y = Cre” 4+ Coxe® + C3e™* + Cyze™ ™ + Cszx + Cs,

C1,Cy, 3,04, Cs5, Ce= const.
14. S& se determine curba extremala a functionalei

1
J(x() = /0 (1 (£)? + 2a(t) + dolt)?)dt,

ce satisface conditiile z1(0) = 1, z1(1) = 2, x2(0) = 1, z2(1) = 0.
oL oL oL

) Solutie. Aici L = i? + 2z9 + 42, prolie 0, Frole 241, Frotie 2,
L
e 229 gi sistemul diferential Euler-Lagrange devine: &7 = 0, &3 = 1, de
T2
2
unde z1(t) = Cit + Cy, x2(t) = 5 + C3t + C4. Punéand conditiile la capete,

1
rezultd curba: z1(t) =t +1; x2(t) = 5(752 —3t) + 1.

15. Aceeasi probleméa pentru

J(@1(), 22() = /;(2332(15) — 4ai(t) + @1(t) — 43(1))dt,

cu conditiile 21(0) = 0, z1(7) = 0, 22(0) = 0 si z2(7) = —72.

. . 5 OL oL . 0L
; Solutie. L = 29 — 422 + i? — i3, pra —8x1, 95 221, pr 2,
L
—— = —2@9 si sistemul FEuler-Lagrange este: —8z; — —(2¢1) =0, 2 —
8332 dt
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d

%(—2:'@) =0, adica &1 +4x1 =0, Zo+1 = 0. Gasim 1 = C; cos 2t+C5 sin 2,
2

Ty = ) + Cst + Cy. Rezulta Cp = 0, Cy nedeterminat, Cy = 0 si C3 = —g.

1
Avem o infinitate de extremale: x1 = Cosin2t, 9 = _§(t2 + 7t).

16. Si se determine curbele extremale, in R?, ale functionalei

b
T, 2() = / (22(x) — () + 4 (x) — 22(x))da

Solutie. Aici L = 2/? — 4/ 2 4 4y? — 2z si sistemul Euler-Lagrange este

oL d oL\ _, oL 4 (9L _,
oy dxz \oy) 0z dx\dz)

oL oL oL . 0L .
Dar BT 8y, o —2y/, o —24 i 27" deci ¢ +4y =0, 2"+ 2 = 0.
Deducem y(z) = Cj cos 2z + Cysin 2z, z(z) = C3cosz + Cysinx.

17. S& se determine curbele extremale, in R™, ale functionalei

b
T@1 () an() = / P20 + ..+ 32(t) — 22(8) — ... — 22 (1)),
Solutie. Lagrangianul este L = t2(2% + ... + 2 — 2% — ... — 22) deci
oL

oL
— = 2t — = 2t%i
8$k Tk 813]@ Tk

d
si sistemul Euler-Lagrange devine—2t?xy, — £(2t2:bk) =0,1 <k <n. Asadar,
txy + 22, + txp, = 0. Notam txp = yi i derivand in raport cu ¢, rezulta
Tp+HtTr = Yg, 20 +tT = i sirezulta §jp+yr = 0 deci yp = Ci1 cost+Crosint,

A 1
1<k<n. Infinal z;, = E(Ckl cost + Ciosint), 1 <k < n.
18. Sa se determine extremalele urmatoarelor functionale:

2
a) J(y,z) = /1 (% + 22+ 2/ %)da; y(1) =1,2(1) = 0,y(2) = 2,2(2) = 1;

b) J(y,z) = /l(a2 + 9 ) + 2)dx; a,b € R, y(0) = 2(0) = 2,y(1) =
z(1) = 3; "

c) J(y,z) = /1(3/2+z'2+2yz'+2y’z+12xy+ 12zz)dz; y(0) = —1,2(0) =
0,y(1) = 0,2(1) = 2;
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2
d) J(y,z) = / (2% 2+ 222" 2+ 2y +62° 4 20y + 2x2)dx; y(1) = 1, 2(1) =
1

0,5(2) = 2(1 + 21n2), 2(2) = =.
3 2
1
e) J(x,y,2) = / (az'? + by ? + ¢’ ? + (az’ + by
0
a,b,c € R*; 2(0) = y(0) = 2(0) = 1, z(1) = y(1) = 2(1
Solutie. a) Avem J(y,z) = ff F(z,y(x), z(x),y (x

+c2’)(az + by + c2))dt,
) =2;

), 2'(x))dx, unde
F(z,y,z,y,2) =y? +2° + 22

Scriem sistemul Euler-Lagrange

oL (ony oL (on)

oy dx \0y )’ 0z dx\07 )’

Cum % =0, g—;, =2y, % =22z, % = 27/, sistemul Euler-Lagrange devine
0=2y", 2z=2,

cu solutia generala y = Ciz + Cy, z = C3e® 4+ Cye™*, (1,05, C3,Cy € R. Din

conditiile la capete gasim C; = 1,Cy = 0,C3 = 62—1_1,04 = ——5— §i atunci

y=x,z= egl_l(ex —e277),
b) L(z,y, 2y, 2) = (a +4/)(* + ), G = 0, 5 =07 + 2/, §L = 0, 55 =

a®? 4+ v/, iar sistemul Euler-Lagrange devine

cu solutia generala y = Cix + Co,z = Csx + C4, C1,C5,C5,Cy € R. Din
conditiile la capete gasim C7 = 1,Cy = 2,C3 = 1,Cy = 2, si atunci y =
r+2,z=x+2.

¢) Sistemul Euler-Lagrange se reduce la

7 1
y' =6z, 2z =06z,

care conduce la solutia y = 23 — 1,2 = 23 + .
d) In acest caz sistemul Euler-Lagrange conduce la

x2y" +2xy — 2y =z, 222" 4 2202 — 62 = x,

t

si folosind schimbarea de variabila x = ¢* vom obtine solutia

1 1
y=xz(1l+ §lnx), z = Zx(w —1).
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e) In acest caz J(z,y,2) = ffL(t,x(t),y(t),z(t),x’(t),y’(t),z’(t))dt, unde

L(t,z,y, 2,2y, 7)) = azx’ > + by 2 + ¢z’ ? + (a2’ 4+ by + c2)(az + by + c2),

iar sistemul Euler-Lagrange, in acest caz, se scrie astfel
OL _d (0L\ 9L _d (OLY OL_d (0L
Or dt\ox')’ oy dt\oy ) 0z dt\oz)’

L L
oL = a(ax’ + by’ + c2'), 0

Cum

= 2az’ + a(ax + by + cz),

Ox '
L L
gy = b(az’ + by + c2'), gy’ =20y’ + b(ax + by + cz),
oL oL
5 = claz’ + by + c2'), i 2¢z' + c(ax + by + cz),

sistemul Euler-Lagrange devine 2"/ = y” = 2” = 0, cu solutia

x=Ci1t+Coy=Cst+Cy,z=Cst+Cq, C1,C5,C5,Cy,C5,Cs € R. Din
conditiile la capete z(0) = y(0) = 2(0) = 1,z(1) = y(1) = 2(1) = 2, gasim
C1=0Cy=C3=C4=C5 =Cq=1, de unde deducem extremala functionalei:
r=t+lLy=t+1,z2=t+1.

19. Sa se determine curba plana inchisa care are o lungime data si
margineste un domeniu de arie maxima.

Solutie. Avem de aflat extremalele functionalei

1 1 [
J(a,y) =5 / yd — xdy = 2/ (ya' — xy')dt
Y

to

care satisfac conditia

t1
/ds = 2 +y2dt =1,
vy to

unde x = z(t),y = y(t),t € [to, t1] sunt ecuatiile parametrice ale curbei inchise
v (au loc evident z(tg) = =(t1),y(to) = y(t1)). Consideram functionala J+\G,
al carei lagrangean este

L(t,z,y,2',y) = 3(yz’ — 2y') + A/ + y2.

Sistemul Euler-Lagrange

oL _d (o) oL _d (or
dr dt \ox' )’ 0Oy dt \oy
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se poate scrie sub forma

1 1
¥ = gyl —yVa? +y2 = e+ a) Ve

cotx
c—y’

(z+c2)?+ (y—c1)? = ¢}, de razd c5 = o=

de unde rezulta Z—Z = Extremalele vor fi cercurile

2 Extremale ale functionalelor integrale duble

20. Se cer suprafetele extremale ale functionalei

J(z(+) = //D L(z,y, z, 2z, 2y)dzdy,

unde D C R? este o multime m#surabild marginita, cu frontiera o curba inchisa
0z

%7

jordaniana, iar L este o functie de clasd C® pe un deschis din R? (2, =

2
zy = =—). Caz particular: L = 27 + 2.

0y

Solutie. Ecuatia Euler-Lagrange-Gauss este

OL 0 (0L 0 (OLY _,
0z Oz \ Oz Oy \ Oz -

- L oL oL
In cazul particular, —— = 0, -— = 2z, si -— = 2z, deci extremalele cerute
0z 0z 0zy
0 0? 0?
sunt solutii ale ecuatiei 8—1:(295) + 8—y(zy) = 0, adica 875; + 873; = 0 deci

o
functiile armonice z = z(x,y) in D.

21. Aceeasgi problema pentru

J(() = / /D (22 + 22 4 22,2 ) dudy

sl pentru
J(u(-)) = /// (u2 + ug + u? + 6u)drdydz.
1%

0%z 0%z 0%z

W+87y2+2m = 0. In cazul secund,

Solutie. In primul caz, se obtine

rezulta Au = 3.
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0%z 0%z

a2 " op

22. Sa se scrie ecuatia Laplace = 0 in coordonate polare,

folosind ecuatia Euler-Lagrange.

Solutie. Am vazut la problema 20 ca ecuatia Laplace este tocmai ecuatia
extremalelor functionalei

ﬂ%»—[/%+%MMy
D
Trecand la coordonate polare z = rcosf, y = rsinf, avem
or or i 00 _sinf @ _ cosf

— =cosf, — =sinf, — = =

ox r Oy r

or _ 90\? or 09\’
J(Z()) = //, [(Zraj,‘—i_zea’E) + <Zray +Z@ay> ] rdrdf

1
= // (rz? + z?) drdf
/ r

si noua ecuatie Euler-Lagrange-Gauss este

deci

1
;299 4+ rzm + 2 = 0.

23. Sa se scrie ecuatia suprafetelor minimale.

Solutie. Dintre toate suprafetele S : z = f(z,y) cu (x,y) € D si frontiera
lui D o curba inchisa jordaniana, care este proiectia unei curbe inchise situate
pe S, se numeste suprafata minimald cea pentru care aria

= [ /D 1t 2+ 12 dedy

este minima. Ecuatia Euler-Lagrange devine

0 fo 9 i
7—_{_7—
e\ rz) W \\ie 2

Aceasta ecuatie cu derivate partiale nu poate fi rezolvata explicit decat in
cazuri speciale.

=0.
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Nota. O suprafatd minimald modeleaza un ”film de sapun” peste un
contur de sarma.

24 (a) Consideram spatiile Riemanniene (R?, h't = h?2 = 1,h'? = p2?! =
0), (R,g =1) si sistemul de EDP u; = u, u, = —u. Construiti Lagrangianul
celor mai mici patrate si ecuatia Euler-Lagrange corespunzatoare.

Solutie. Acesta este un sistem complet integrabil cu solutia u(t,z) = e
Notand Xi(u) = u, Xo(u) = —u, rezulta Lagrangianul

t—x

L= 5= Xi(0))? + 5 — Xalw)?

si ecuatia Euler-Lagrange
Ut + Ugy = 2U.
Aceastd ecuatie Poisson are cel putin doud solutii: u(t,z) = ¢!~ gi u(t,x) =
t+x
e,

(b) Consideram spatiul hiperbolic (R?, h't = 1,h?? = —1,h!? = p%! = 0)
si spatiul Riemannian (R,g = 1). Sistemul de EDP u; = u?, u; = u nu
este complet integrabil. Construiti ” Lagrangianul celor mai mici patrate” si
ecuatia Euler-Lagrange corespunzatoare.

Solutie. Notand X;(u) = u?, Xa(u) = u, rezulta Lagrangianul

L= 5= Xi(0))? = 5 = Xalw)?

si ecuatia Euler-Lagrange
Upt — Uge = u(2u® —1).
Aceasta ecuatie admite solutiile de tip undd solitara
u(t, x) = sech(x cosh 6 + ¢ sinh 0)

parametrizate dupa 6 € R.

(c) Consideram spatiul hiperbolic (R?, At = h??2 = 0,h'? = h? = 1) i
spatiul Riemannian (R,g = 1). Sistemul de EDP u; = 2s.ing7 Uy = QSin%
este complet integrabil daca si numai daca functia u este solutia ecuatiei sine-

Gordon uy; = sinw. Notand X;(u) = QSing, Xo(u) = 2sing, rezulta La-

grangianul
L = (s — X, (W) (tg — Xa(w)

si ecuatia Euler-Lagrange este chiar ecuatia sine-Gordon.
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25. Sa se determine extremalele functionalelor
8“ )2 — 2
) Jdxdy, unde D C R* este un domeniu
simplu conex si marginit.
8u 2o 9
) —64(2x+y)u|dxdy, unde D C R* este un
simplu conex si marginit.
ou 9, 0U 9 i
u()) = [(=—)° — 162 (=)*]dzdy, unde D C R* este un domeniu
p Ox dy

simplu conex si marginit.

// 6u) Zg—ug—u]d:cdy, unde D C R? este un
x

domeniu sunplu conex §1 marguut
Solutie. a) J(u()) = // L(z,y,u, uy, uy)dady, unde
D
ou ., ou .,
—) " —=9(=)".
(G2 - 95

Ecuatia Euler-Lagrange-Gauss se scrie astfel

oL 0 (0L 0 (oY _,
Ou  Ox \ Ouy Oy \ Ouy N
aL
Ouy

L(.T, Y, u, Uy, Uy) =

oL oL
Cum &7 =0, e = 2Ug,

= —18uy, ecuatia Euler-Lagrange-Gauss devine
Ugz — 18Uy, = 0.

Am ajuns astfel la o ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea. Efectuiam
schimbarea de variabile s = 3z + y, t = 3z — y, de unde rezulta x = % (s+1),
y=1(s—t). Fie

a(s,t):u(é(su),;(s—t)),

deci u(3z+y,3z—y) = u(z,y). Astfel, ecuatia Euler-Lagrange-Gauss se reduce
la 9%1/0s0t = 0, de unde u (s,t) = f (t) + g (s), cu f,g € C*(R) si atunci

u(r,y)=f@Br—y)+g@Br+y).
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= // L(z,y,u, ug, uy)dedy, unde
D

ou o ou

((%) —4(=)%* — 64(2z + y)u.

L($7y7u7umauy) ay

Cum & = —64(2x +y), o= = 2u,, duL —8uy, ecuatia Euler-Lagrange-
Gauss conduce la
Uy + duyy = 16(22 + y).

Efectuand schimbarea de variabile s = y 4+ 2z,t = y — 2z si urmand calculele
ca la exercitiul anterior vom obtine u(z,y) = f(y + 2z) + g(y — 2z) + (y +
22)2 + (y — 22)%, cu f,g € C*(R).

= // L(x,y,u, ug, uy)dzdy, unde
D

ou 5 ou 4
L($7y7u7u$7uy>:(%) — 16z ((f_)y) .
Cum % 0, dauLm = Uy, aaTLy = —32x2uy, ecuatia Euler-Lagrange-Gauss

devine
Upy — 16x2uyy =0,

= xf(y + 22°) + g(y — 22°), unde f,g € C*(R).
= // (x,y, u, ug, uy)drdy, unde

ou., Ou, Ou Ou
(833) +(8y) 28x8y'

cu solut;la u(x

L(xvyauvuza uy) =

Cum g—ﬁ =0, guL = 2uy; — 2uy, aaTLy = 2uy — 2u,, ecuatia Euler-Lagrange-
Gauss este

Ugg + Uyy — 2Ugy = 0,

cu solutia u(z,y) = zf(x +y) + g(z +y), unde f,g € C%(R).

3 Optimizarea unei functionale integrala simpla
conditionata de restrictii izoperimetrice

26. Sa se determine extremalele functionalei

1
Roal) = [ iy
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1
cu legatura / z(t)dt =3, z(0) =1 si (1) = 6.
0

Solutie. Consideram Lagrangianul L = Az (t)? + N a(t) si calculam gﬁ =

d
N, ‘g—é = 2A\i&. Scriem ecuatia Euler-Lagrange: N\ — $(2)\d:) = 0, deci

rezultd & = k, deci & = kt + C si

)\/
207 — M = 0,cu XA # 0. Notand k = N
2

k
T = k§ + Cit+ Cy. Cum z(0) = 1, gasim Cy = 1; apoi 5 + C1 4+ Cy = 6, deci

k t2 k
Cy=5- 5 sixz(t) =Fk- 5 + <5 — 2> t + 1. Constanta k se determina din

1
conditia / x(t)dt = 3. Rezulta k = 6 si x(t) = 3t> + 2t + 1.
0

27. Aceeagi problema pentru functionala
Joa() = [ttt
0

cu legatura / z(t)2dt = 1, z(0) = 0, z(7) = 0.
0

Solutie. Consideram L = \i?+ X 22 si ecuatia Euler-Lagrange este 2\ z —

%(2)\:'6) = 0, adicd A& — Nz = 0. Cum A # 0 (cdci z = 0 nu este solutie
/

acceptabild), notam k = 5 si deducem & — kxr = 0. dacd k > 0, rezulta
z(t) = CretVE 4 Coe k. Cum z(0) = C1 4+ Cy =0 si z(m) = Cie™k 4
Cge*”‘/ﬁ = 0, rezulta C; = Cy = 0 deci x = 0, exclus. Daca k = 0, atunci
x(t) = C1t + Cy si din conditiile (0) = 0, z(7) = 0, rezulta din nou z = 0.
Ramane k < 0 deci z(t) = C; cos(tv/—k) + Cysin(ty/—k). Dar 2(0) = C; =0
deci z(t) = Cysin(ty/—k) si cum z(7) = 0, rezultd Cysin(ryv/—k) = 0. Cum
Co # 0 (caci altminteri, din nou ar rezulta x = 0), se obtine sinmy/—k = 0,
de unde v~k = In si k = —I?, 1 # 0. Asadar, 2(t) = Cysinlt cu | €

{1,2,3,...}. Constanta Cy se determina din conditiile / z(t)?dt = 1; se
0

2 2
obtine Cy = :l:\/> . Extremalele se afla printre curbele z(t) = i\/> sinlt cu
T ™
1=1,2,3,...

28. Se cer extremalele functionalei

1
(), 2()) = / (v 2(2) + 2/ 2() — 4w/ (x) — 4x(a))da
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cu conditiile

1
/ (v *(x) =y (x) — 2 *(2))dz = 2, y(0) = 0, 2(0) = 0,y(1) = 1, (1) = L.
0
Solutie. Lagrangianul este
L:yIQ—I-Z/Q—4132/—4Z+/\(y/2—1'y,—2/2)

si sistemul Euler-Lagrange devine
O—i(Qy'JrQ)\y'f)\x):O 747i(2z'74x72)\z'):0
dx ’ dx ’

Az? Co

Evident A # +1 si rezulta y = m +Ciz+Cy, z = 7 + C53. Cum

y(0) = 0, 2(0) = 0, gasim Cy = 0, C3 = 0. Apoi y(1) = 1, 2(1) si se afla
C4,Cs. In final, valorile (sau valoarea) lui A\ se determina din conditia

1
/ (y? — zy — 2?)dx = 2.
0

29. (Problema Didonei) Fie A(—a,0), B(a,0), cu a > 0, doua puncte
fixate. Dintre toate functiile f : [~a,a] — R, f > 0, de clasa C?, astfel incat
f(=a) =0, f(a) =0, sa se determine cea pentru care lungimea graficului este
[ (data [ > 2a) si aria dintre graficul lui f si axa Oz este maxima.

Solutie. Asadar, determinam y = f(z) pentru care J(y(-)) = / y(x)dx

—a
a
este maxima, cu legaturile / V1+y?de =1, y(—a) = 0, y(a) = 0. Con-
—a
sideram Lagrangianul L = y + A\\/1 + ¢/ si scriem ecuatia Euler-Lagrange:

d Ay Ay
—— | —=—] =0, deci x — ———=—— = C, constant. Punem 7/ = tgt.
dx (,/1+y/2 /1+y2

Deducem x = C' + Asint. Apoi dy =y -dx = tgt- X costdt = \sindt, de unde
y = C' — Acost. Se obtine astfel familia de cercuri (x — C)? + (y — C")% = A2
Punand conditiile y(—a) = 0, y(a) = 0, rezulta (—a — C)? + C? = )2,

(a—C)2+C"? = )% deunde C = 0sia®+C" = \2. Apoi (y—C")? = \2 — 22,
2
y—C' = £VA2 + 22 rezulta iy = + < L 14+ 9y? = A si din

VA2 — 32 N2 _ 2

a A
L = [, gasim 2|\ arcsin% = [. Se obtine solutia A\ deci

(' si se precizeaza cercul-solutie.

conditiile
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30. Sa se determine pozitia de echilibru a unui fir greu, omogen, inexten-
sibil, sub actiunea gravitatiei.

Solutie. Reformulam matematic problema. Fie A(a,yo), B(b,y1) cua < b
capetele firului. Dintre toate curbele y = y(x) de clasa C? care unesc A, B si
au lungimea data, trebuie determinata cea pentru care ordonata centrului de

b
masa este minima. Asadar, punem conditia ca functionala / y\/1+ y2dx sa
a

b

fie minima, cu conditiile / V1+4y'2dx =1, y(a) = yo si y(b) = y1. Aplicand
a

teorema 3, se considera Lagrangianul L = y\/l +y' 2+ )\\/1 + 9’ 2. Acesta nu

L
depinde explicit de x si putem folosi integrala prima a energiei L — 1/ Ewie C.

Yy
Asadar,

/ yy' Ay
yWI+y2+ W1 +y2—y + =C
\/1 +y12 \/1 + y/2
si dupa calcule, rezultd y+X = C/1 + ¢’ 2. Punem 3’ = sht deciy = —A+Ccht
d Csh tdt
deci dx = —?/J = Sht = (Cdt. Asadar, x = Ct+ C1, y = —A+ Ccht. Se
y s

1‘—01

C
b
A se determina din conditiile y(a) = yo, y(b) = y1 si / V1+y2de =1.

obtine o familie de curbe-lantisor y = —\ + Cch . Valorile lui C, C si

31. (Problema lui Kelvin) Pe planul 2Oy fixam o distributie de particule
avand o densitate continua p(z,y). Pe o curba (C), de clasd C? pe portiuni,
se fixeazd doud puncte A, B si se pune problema ca dintre toate curbele care
unesc A si B si au lungimea [ data, sa se determine curba v care impreund cu
arcul AB al curbei (C) formeaza o regiune D de arie maxima.

oP
Solutie. Fie P(z,y) o functie de clasa C! astfel incat — = p. Atunci

ox
P
// pdxdy = // ad:mly:/ P(z,y)dy.
D p Oz ~UC
Integrala K = P(z,y)dy este o constanta. Consideram o parametrizare

AB
x=uxz(t), y =y(t), t € [a,b] pentru arcul 7. Atunci

//D pdxdy = /ab P(x(t),y(t)) g(t)dt + K
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si problema lui Kelvin revine la a determina maximul functionalei

b
J(z,y) = / P, y)i(t)dt,

b
cu condi‘gia/ V@2 4 y2dt = I. Se considera Lagrangianul L = Py+\y/12 + 32.

Sistemul Eulcér—Lagrange

OL _d (OL\ _ 9L _d (0LY |
or dt\oi) Oy dt\9y)

devine
M Yy (py M)
dt /32 + g2 dt /&2 + 12
de unde \j \i
v Ccy, P+—2Y _ _q,

/¢2_|_y'2 o /:'62_’_?)2 o
d
Notand cu s abscisa curbilinie, rezultd ds = /%2 + 92 dt, deci /\d—x = (1,
S

d
P(x,y)+ )\d—y = (. Rezulta z = C1s+ C5 etc. Daca p este constanta, atunci
s
P = px = p(Cy1s+C3) sirezulta y = y(s), adica "ecuatiile naturale” ale curbei
7.

4 Conditii suficiente de extrem

32. Toate ecuatiile Euler-Lagrange considerate pana acum reprezinta conditii
necesare de extrem. Cunoasteti conditii suficiente?

Raspuns. Existda mai multe conditii suficiente-Legendre, Weierstrass, etc.
b
Pentru functionala J(y(:)) = / f(z,y,9y")dz, cu conditiile y(a) = yo, y(b) =
a
2

ay/Q
solutia ecuatiei Euler-Lagrange este un punct de minim. Aceasta este conditia

y1, daca > 0 pentru orice x € [a,b] in lungul unei extremale, atunci
2

Legendre-Jacobi. De exemplu, pentru J(y) = / (y/* + y*)dz cu y(0) = 1,
0

0
y(2) = 7, extremalele sunt y = C1x+ Cy deci y = 3z + 1. Dar Bif’ =493 + 29/
Y
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82

si 3 ;); = 12y’2 + 2 > 0; ca atare, y = 3z + 1 este functia care da minimul
Y

functionalei.

33. a) Folosind conditia Lagrange, sa se determine extremalele pentru

1
o) = [ 02+ e 50) =0, y(1) =2
b) Aceeasi problema pentru

2
J(y() = / (@ /2 12 y(1) =0, 9(2) =

Solutie. a) Folosim integrala prima a energiei: v 2+y%y' —v/ (21 +42) = C;
rezulta iy’ = C deci y = Cz + Cy. Punand conditiile la capete, rezultd y = 2x.

0 0?
Apoi a—f/ =2y 4y s 02 = 2 > 0 deci se indeplineste conditia lui Legendre.
Yy Yy
Ca atare, y = 2z este un punct de minim.
oL oL
b) L = 2%y’ 2+ 12y?%; 5 = 24y, e 22y si ecuatia Euler-Lagrange
Y Y
d
devine 24y — d—(2x2y') =0, adica z2y” + 2zy’ — 12y = 0. Cautam solutii de
x
forma y = 2" girezulta r(r—1)4+2r—12 = 0 deci r; = 3, ro = —4. Extremalele
posibile sunt y = Ciz3 + Cox™*. Cum y(1) = 0, rezults Cy = —C; deci

12
y = C1(z® — 2. Apoi y(2) = 1—67 deci C1 =1, Oy = —1 deci y = 23 — 274,

Conditia Legendre este indeplinita deci am obtinut un punct de minim.

5 Metoda Ritz

34. Ce stiti despre metoda Ritz si despre metoda variationala?
Raspuns. Pentru determinarea, cu aproximatie, a extremalelor unei fun-
ctionale J(y(-)), se aleg in mod convenabil functii liniar independente

901(:7;)7 s 7‘)0”(1'))

sugerate de conditiile la capete sau de natura problemei. Se cauta solutia y(x)
n

din spatiul liniar generat de ¢g(z), adica y(z) = ch@k(:ﬂ) si J(y(z)) =
k=1

or _ o or
oc, T ac,

F(Cy,...,Cy). Se pun conditiile necesare de extrem: =0,
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de unde se determina C1,...,C, si solutia problemei. Aceasta este esenta
metodei Ritz. Metoda variationald se aplica unor ecuatii diferentiale sau cu
derivate partiale, care trebuie identificate ca ecuatii Euler-Lagrange asociate
unor functionale, carora li se aplica apoi metoda Ritz.

35. Sa se determine extremalele pentru

1
J() = /0 (% +y)dz; y(0) =0, y(1) =1,

folosind metoda Ritz (alegand 1 (z) = 22% — x, o(x) = 22). Comparati cu
ecuatia Euler-Lagrange.

Solutie. Pornim cu y = ¢ (222 — x) + coz?;

1
J(y() = /0 [(4e1x — ¢1 + 2c02)% + (derx — ¢ + 2¢ox)]da.

Dupa calcule,

7¢2  10cic  4c3

J(y()):?Jr 3 +?+61+CQZF(C]_,CQ).
e oOF . . ..
Se pun conditiile Dol =0, e = 0 etc. Aplicand integrala prima a energiei
C1 C2
totale, rezulta y' —y/(2y'+1) = C' deciy’ = C, y = Cx+C sisolutia este y = x.
32 82
36. Sa se determine, folosind metoda Ritz, solutia ecuatiei gu + au_ Ty
ox? = Oy?

in discul D : 22 4+ y? < 1, nula pe frontiera.

Solutie. Consideram functionala

J(u(+)) = //D(ui + uz + 2zyu)dzdy.

Ecuatia Euler-Lagrange pentru J este tocmai ecuatia datd. Alegem ¢ =
22 +y? =1, oo = (22 + 9% — 1)? si 93 = In(2 — 2% — »?). Cautam solutia
u(x,y) ca o combinatie liniara u = cjp1 + capa + c3p3 si dupa calcul efectiv,

oF OF
J(u) = F(c1,c2,c3). Se pun conditiile necesare — =0, — =0, — = 0; se
( ) ( b2 3) p t 801 362 863
determina cy, c2, c3 i apoi u.

Metodele variationale aplicate in practica necesita utilizarea compute-relor.
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6 Probleme Sturm-Liouville

37. Solutiile ecuatiei Sturm-Liouville

_ 4
dzx

pe un interval [a, b] cuprind extremalele functionalei

(p(z)-y) + q(z)y = r(z)

b
() = / (o' 2(2) + (@) — 2ry() do.

S se rezolve, folosind metoda variationald, ecuatia diferentiald zy” +y' —z2y =
0, cu conditiile y(0) = 0, y(1) = 0.

Solutie. Ecuatia Sturm-Liouville este tocmai ecuatia Euler-Lagrange pen-

tru J(y). Luand p(z) = x, ¢ = 22, r = 0, problema din enunt revine la de-
1

terminarea extremalelor functionalei J(y) = / (zy? + 2*y®)dz. Se considera
functiile liniar independente o1 (z) = x(1 — ) si po(z) = 22(1 — ) si solutia
cautata este y = C1o1 + Caga. Atunci J(y) = F(Cy,Cq) ete.

7 Geodezice

38. Stiti cum se determina geodezicele unei suprafete? Care sunt geodezicele:
a) unui plan; b) unui cilindru circular drept; ¢) unei sfere?

Solutie. Daca S : 7 = 7(u,v) este o suprafatd data parametric si daca
v u=u(t), v=o(t) este o curba situata pe S unind punctele pentru t = a,
t = b (neunica !), geodezicele sunt extremale ale functionalei-distanta

b
J(U('),v(~))=/ VEW2 + 2F00 + Gi? dt,
a
unde E =7 -7y, F =7y - Ty, G =Ty - T.

a) Consideram planul z = 0. Atunci 7= av+yjdeci i, =7, 7y = 7, E =1,
F=0,G =1 deci

b
J@(),y()) = / O T g0t

T U d dzx
—_— = (], ————— = (g deCl — = (1,
Vit + 42 Vi + g2 ds

¢ (s = arcul), de unde z = Cys+A, y = Cas+ B si eliminand parametrul

Sistemul Euler-Lagrange devine

dy _
ds
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s, recunoastem ecuatia ecuatia unei drepte din planul xOy. Deci geodezicele
unui plan sunt dreptele situate pe plan.

b) Daci S : 22 + y? = R?, punem 2 = Rcosu, y = Rsinu, z = v deci
7= Rcosul+ Rsinuj+ vk; 7, = —Rsinur?+ RcosuJ,

7, =k deci E = R?, F =0, G = 1. Functionala-distanta este

J(u(t),v(t)) = /b V R? 42 4+ 02dt

etc. Geodezicele sunt fie dreptele verticale, fie elicele cilindrice (situate pe
cilindru).

Daca S : 22 + y? + 22> = R?, consideram parametrizarea = R cosusin v,
y = Rsinusinv, z = Rcosv; rezulti, E = R%sin’v, F =0, G = R? deci

J(u(),0()) = R/b VeinZv @ + o2dt

etc. Se poate arata ca geodezicele sunt tocmai arce de cercuri mari (intersectiile
sferei cu plane care trec prin origine).

8 Control optimal

39. O particula in miscare rectilinie se afla la momentul ¢ in punctul z(t);
presupunem ca Z(t) = u, u € [—1,1]. S& se determine comanda u care aduce
particula in timp minim in origine (adica in pozitia = 0).

Solutie. Notand x1 = z, ecuatia de miscare a particulei este echivalenta
cu sistemul diferential 1 = x5, 9 = u. Ecuatia Bellman corespunzatoare este

inf 8—T T2 + 8£ u) =-1
wel-1 \ 0z 2" Oz -
oT

Marginea inferioara respectiv este atinsa pentru v = —1 (dacda — > 0) si
Z2

oT
u =1 (daca . < 0). Asadar, comanda optimala ia In mod necesar valorile

)
u = —1 sau 1.

40. Se considera sistemul diferential 1 = xo+u1, Lo = us cu doi parametri
de comanda wuq,us satisfacand conditiile uj,us € (—A, A). Sa se determine
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comenzile optime care fac ca sistemul sa treaca in timp minim dintr-o stare
(a,b) la momentul ¢t = 0 in starea (0,0).

OH
Solutie. Fie H = p; - (z2 + u1) + paug, unde p; = e = 0sipy =
1
OH
9 = p1. Atunci py = C si po = Ct + D cu C,D constante arbitare.
€2

Valorile cerute pentru ui, us sunt cele care fac maxima expresia
Cui + (Ct + D)ug,

cu conditiile —A <u; < Al —A <wuy < A.
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